Physik LK 11, Arbeitsblatt 10 — Differentialgleichungen — Losung

Aufgabe 1: Einteilung von Differentialgleichungen

Untersuche die folgenden Differentialgleichungen auf Ordnung und Linearitat

a) y'=—y+2y—4
b) y''=—y’'+2y
c) 0=y'"”?-3y

d) y'=0,02-y:(5-y)

Aufgabe 2: Trennung der Variablen

nicht linear
linear
nicht linear
nicht linear

1. Ordnung,
2. Ordnung,
2. Ordnung,
1. Ordnung,

Gib die Lésung der folgenden Differentialgleichungen mit /' (x)=y zu dem gegebenen
Anfangswert an und Uberprife durch Einsetzen:

a) y'=xy mit f(0)=1

dy _ dx
@dx_xy | y
1
o —dy=xdx
: ]

cvf%dy:fxdx | T
‘:’111()/)“‘01:%?624‘02 | e* setze cs= c—Cq

lxz-#c3

etV =p? | T
1 2
X _c
@y—e“-ez | setze c¢=¢e”
12
EX
o y=ce

Anfangsbedingung f(0)=1 einsetzen

loz

0
l=ce? =ce'=c , also

b) y=x-y' mit f(1)=2

S -
Y dx xdy
1 1
—dx=—d

= =T dy I

@fldxz lafy

X y

ehnx+ce,=lny+ec, | —c,c;=c,—¢

<Inx=Iny+c, | exp
<:;’elnx: Iny+c,
<:>elnx: lny_ec3 | c:ec3
eX=yC

X
<:>y:—

c

Anfangsbedingung f(1)=2 einsetzen

1 1 X
I == =—=2x

- c 5 ,also Y 1
f(x)=2x
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c) y':—xy2 mit f(l):2

dy 2 dx
PN A ax
dx xY | y2
@%dyZ—xdx | f
. 1
@f—zdyZI—xdx
Yy
@—iJrc]: X+e, | (=1),¢,=¢,—c,
1 2
@;——x +ecy |7, c,=2cy
1
@y:—
27"+ 27,
C}y: 2
X" +cy

Anfangsbedingung f(1)=2 einsetzen

21.04.10

d x=y-y' mit f(0)=2

@x:y-% | .dx
oxdx=ydy | f
@fxdeI vdy

1 >, 1 »
S—Xx+c=zyte, | —cye3=c,— ¢

2 2

<i>lx2:ly2+c3 |

2 2
ey'=x"-2¢

@yZ\/x2+c

(=2);+y*+x°
| \/_,'02—203

Anfangsbedingung f(0)=2 einsetzen

2=\0+c |?
=4=c¢ ,also

f(x)=Vx*+4

_ _ _2
e, S0 Lalso fx)=3
e) y-y=x’+3 mit f(0)=0 f) y'=02-y mit f(0)=1
dy _ > ldy_

&y — . ——==0,2 :
@ydx X +3 | dx c}ydx | -dx
eydy=x"dx+3dx | f @ldy:0,2dx | f
@fydyZIxzdx+f3dx yl

1 > 1 3 e[ —dy=[02ax
oS-y te=7x te,t3x+ey | —cpe=. y

% . 3 elny+c,=02x+c, | —. c;=c,—¢
@5y2:§x3+3x+c4 | 2;c=2¢, <lny=02x+c, | exp

@y2=§x3+6x+c

©y=\ %x3+6x+c

Anfangsbedingung f(0)=0 einsetzen

0= %03+0+c@c:0 also

0,2x+c
S y=e }

Anfangsbedingung f(0)=1 einsetzen

1260,2O+c3 ||n
eInl=c,
<c,=0 ,also

1
=X

f(x)=e’
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g) y'=-01y mit f(0)=2 h) »'=02(10-y) mit f(0)=2
Loty | 0y S L=02(10-y) | :(10-y)dn
10 1
o—dv=—dx o dy=0,2dx
y @ ] (10-y) ]
10 1
o | —dy=| —dx & | —dy=] 0,2dx
o= Jig—4=)
=10(Iny+c,)=—x+c, | -10¢,;c;=c,~10c, e (=1)In(10—y)+c,=02x+c, | —ci-1)
c =In(10—y)=—02x+c; |exp c¢;=c¢,—c¢
1010 v=—x+ .. =S 3 3= 676
10lny=—x+c¢; | :10;c, 0 o10—y=e e | —10(~1)
_ —02x+c¢;
©lny=—%+c4 | exp @y=10-e
o y=e thrre Anfangsbedingung f (0)=2 einsetzen
©2=10—¢ """ | —10;-(=1)
Anfangsbedingung f(0)=2 einsetzen =e“=8 |In
2= "% |In <c,=In8 | einsetzen:
<:>11’12:C4 ,damit y:efo,1x+ln2
@y:e_o’lx-elnz , also y:10—€2x+ln8:10—8'ezx
f(x)=2-" f(x)=10-8-¢"
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i) »'=0,001y(10—y) mit f(0)=1

zy 0,001 y(10—y)

Y —0,001 y(10—y)

1
y(10—y)

o dy=0,001dx

Dieses Integral lésst sich nur 16sen, indem man
den Bruch in eine Summe aufteilt. Dadurch kann
man jeden Summanden einzeln integrieren.
Formal geht das mit einer Partialbruchzerlegung.
Hier schaffen wir das durch geschicktes
Umformern auch so:

1
<2""Wdy—jO,OOIdX
1 10—y+y

10 y(10—y
1 10— y+y
10 y(10—y)

1 10—y y
107510 y>+y<1o )

f AT = 0,001 dx

j dy + f—dy =1 0,001 ax

an(y)_ln(lo )
10 10
<In(y)—In(10—y)=0,01x+c,

In(y)—In( 10—)/)_60,01)(-%—03

K =1 0,001 dx

Ty = 0,001 dx

dy= [ 0,001 dx

+¢,=0,001 x+c,

e

In(y)
e _ 00Ix ¢
e

= =
In(10—
e n(10—y)

21.04.10

Anfangsbedingung f(0)=1 einsetzen:

0,01-0
10e

el= 0,01-0

cste

10
cst+1
oce+1=10

1:05:9

1=

einsetzen:
0,01
10e "

91+ o000
10

9¢ "M 41

(:)y:

C)y:

10

X)=—=———
f(x) 9-¢ " 41
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Aufgabe 3: Radioaktive Strahlung

Durch den teilweisen Zerfall der strahlenden Substanz verringert sich die Starke einer radioaktiven
Strahlungsquelle mit der Zeit. Die Anderung dlI der Intensitat | ist fur
sehr kurze Zeitspannen dt proportional zu | und zu dt:

A =—A\-di-] Isotop Ad?
Cs' 0,023
Die Proportionalitdtskonstante A nennt man Zerfallskonstante der g 0.085
strahlenden Substanz. Die relative Intensitatsanderung ist also :
Ra?*® 1,186 - 10°
I’(t)=%=—?\l(t). uze 4,316 - 10

Gib die Losung I(t) fur die nebenstehenden Isotope zu gegebenem Anfangswert 1(0) = 100 an und
berechne ihre Halbwertszeiten ty, (= Zeit, nach der | auf die Halfte abgesunken ist).

Lésen der DGL Berechnung der Halbwertszeit:

I:_AI I(0>_ —Aty,

ar T—IOO-e
o—=—A/

dt ©50=100-¢ " | :100

1 — 1 —Ahn
ﬁydl— Adt | f oo =e M | In

1

@fyd[zf_Adt C)ln(—i):ln(e_m”z)

enl+c,=-A[ dt

*Atuz)
eInl/+c,=—At+c, |

ﬁln(%):m(e

c;=c,— ¢, @ln(l)zm(e_“'”)

eInl/=-At+c, | exp

o [=e M Sln(2)=-At, ()
—At C c 2

ol=e e” | c=¢€” 1

el=ce " —ln(z)

Anfangsbedingung 1(0)=100 einsetzen.

171
In{—
100=ce "’ _ ( )

<c=100 ,also

I1(¢)=100-¢7" mittin Tagen.

Isotop tir

Cs™ 30 Tage

J 8,1 Tage

Ra**® 1601 Jahre

uzs 4.4 Milliarden Jahre
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