Mathematik LK 12 M1, 3. KA — Kreise/Kugeln und Matrizen — Lésung 19.03.2018

Analytische Geometrie
Aufgabe 1: Geraden im R®

Gegeben sind die Geraden g und h mit den Gleichungen

1 1 6 -1
g: x=[2|+t| —=1| und h: x=|5|+t-|-1].
0 1 7 0

1.1 Zeige, dass die Geraden g und h windschief sind und

berechne den Abstand zwischen den beiden Geraden.

1 1 6 -1
Kein Schnittpunkt: |2 |+t-|—1|=|5|*S|—1|- Daraus
0 1 7 0
I. 1+t=6-s | I.-II. 2
Ib. —1+ =1 =2 ==
. 2—t=5-s S S=L @ 322 S 125 iderspruch!
ar. t=7 III. t=7
1 -1 I. r=-1
Nicht parallel: Vergleiche Richtungsvektoren. Vielfache? |—-1|=r|—-1| = II. r=1
1 0 Ir. 1=0

Also sind die Geraden windschief.

e 1 1 6 ~1
- — — - - >< - - - -
Abstandberechnung:  d =[(G—p)-7i,|= <q_p)'|;><;| mit p=|2|.v=[-1[.d=|5].Ww=[-1
0 1 7 0
e
VXW=|—1 |v><w\—\/1+ 1P +(=2)=V6
—2
6\ (1] {1 s\ (1 .
Aiso d=||5|=|2]l—=|~1|=|3]| Tl =‘T(5-1—3-1—7-2‘ ‘ ‘ 2/6~4,90
7) o —2J| \7

Hinweis: Die Abstandberechnung alleine ist zur Lésung der Aufgabe nicht ausreichend, denn aus
d <>0 folgt nur, dass sich die Geraden nicht schneiden. Man muss auch noch zeigen, dass sie
nicht parallel sind.

A: Die beiden Geraden sind windschief und der Abstand betragt 4,90 L.E. .
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1.2 Berechne alle Punkte auf g und h, die vom Ursprung aus den Abstand 8 L.E. haben.

1 1
Ein Punkt auf g: X_'G: 2|+t —1|- Dieser soll den Abstand 8 L.E. vom Ursprung haben, also
0 1
. 1 1 0 1+t
|x*G—O|:8 o 2]+t -1|-l0]=8 = |[2=¢]=8 < V(1+tP+(2—t)+t*=8
0 1 0 t

o VE+2t+1+0— At+4+=8 o V3P—2t+5=8 | >
=3t°-2t+5=64 | —64

=3t°-2t—59=0 | :3

2 59
o’ —St—22=0 -Q-
3073 | p-g-Formel
(o=te (L) 391, (L U77 _1ENIT8 1139 - ¢ ~47806
3 3 3 3 V9 9 3
4— \/17
1 1 3,11
_.f 1—+v178 \/
Setze t1:173178 ingein:  Xg;=|2 +T‘ -1[= S+V178 17 611)
0 4,11
1—- \/17
4++178
3
— 1 1 —= 5,78
- 1+v178 - >
Setze t2:1+¢178 ingein: Xg,=|2 "‘T' —1/[= w ~l—2,78
3
0 — 4,78
1+4/178
3
Alternativer Ansatz:

Die Kugel K: xi+x;+x.=8" ist die Menge aller Punkte mit dem Abstand 8 zum
Koordinatenursprung. Die Schnittpunkte von K mit g sind die gesuchten Punkte auf der Geraden.
Setzt man nun X; X, und X; aus der Geradengleichung ein, flhrt dies wieder zu:

(1+t)+(2—t)+t’=64
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Gleicher Ansatz fur h fihrt zu:
(6—t)+(5—t)+7°=64 o t°—12t+36+t°—10t+25+49=64 < 2t'—22t+110=64
&2t°-22t+46=0 | :2 =t’-11t+23=0 p-g-Formel:

ty,=5,5%+v(—5,5)°—23=5,5+1+30,25—-23=5,5+7,25 = t,~2,8074 ; t,~8,1926
—1\ [ 0,5+/7,25 (3 19)

- 6
Setze t,=5,5—V7,25 inhein: Xgs=|5|*+55—V7,25( —1|= —05+¢725 ~

2,19
7 0
6 0,5—+7,25 -2,19
Setze ,=5,5+v28,25 inhein: Xgs=|5 |+5,5+7,25 —1 =|-0,5— \/7 25 —3 19
7 0
1.3 Bestimme den Abstand des Stiitzpunktes von g zur Geraden h.
1 _ (6 -1
Lotgerade von (2| auf h: X=|5|+t| 1|
0 7 0
R fi 1
Der Verbindungsvektor vom Ortsvektor f= f,| des LotfuBpunktes Fzu |2| steht senkrecht
fs 0
-1
zum Richtungsvektor [—1]| von h, also
0

fi—1| (-1
F,=20=1]20 & (fi=1)(=1)#(f,=2)(~1)+f;0=0 & —f+1-f,+2=0 = f,=—[,+3(IV.)

fs )\ 0

AuRerdem liegt F auf h:
S 6 -1\ 1. f,=6—
LLFE5 | =12 f=5-t 3, [i=/:=1 = la. fi=[r+]
£3) \7) Vo) p=

Setze Ia.=IV.: —f,+3=f,+1 o 2f,=2 < f,=1 Damitist [,=f,+1=1+1=2
L2 2\ [1

Aiso [=[1]| Abstand: d=|[1|-|2|=V1+(-1)+7°=51~7,14
7 7 0
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1.4 Man kann den Abstand windschiefer Geraden auf den Abstand paralleler Ebenen zurlck
fuhren. Beschreibe diesen Zusammenhang mit einer Skizze und berechne die Gleichungen der
parallelen Ebenen E;und Ex mit g<E; und hcE,.

Unter dem Abstand zweier windschiefer Geraden ist die kleinste Entfernung zwischen einem Punkt
auf der einen Gerade und einem Punkt auf der anderen Gerade. Der Abstand entspricht somit der
L&nge des gemeinsamen Lots der beiden Geraden.

Berechnung des Abstands zweier windschiefer Geraden g:X=p+tV und h:X=qg+tw:

1. Finde zwei zueinander parallele Ebenen E, und E;, in denen g bzw. h enthalten sind.

Dazu: Wéhle p als Stiitzvektor von Eq und §q als Stiitzvektor von E,. Wéahle 7#=vXW als
Normalenvektor beider Ebenen.

2. Der Normaleneinheitsvektor i, beider Ebenen ist damit parallel zum gemeinsamen Lot der

N

beiden Geraden. ﬁOZW. Damitist E,: (X—p)-i7,=0 und E,: (¥-3)i,=0

3. Der gesuchte Abstand der windschiefen Geraden ist der Abstand beider Ebenen und somit auch
der Abstand von P zu E,, (da P in Eq liegt) und der Abstand von Q zu Eg, (da Q in E, liegt).

Mit der Hesseschen Normalenform folgt: d =|(G—p)-7i,|=|(D—¢ )7,
E ]

e

=

Pl *——
"\?\‘_ F h I
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1.5 Ermittle die Gleichung einer Geraden k, die g und h orthogonal schneidet.

. (1 1
F, liegtauf g: f,=|2|+t:|-1| = F,(1+tl2~tlt)
0 1
L (6 -1
F, liegtauf h: f,=|5|*+s:|-1| = F,(6—sl5—s7)
7 0
. 6—s—1— t S5—s—t
Damitist F F,=|5—s—2+t |=| 3—s+t
7—t 7—t

Der Verbindungsvektor F;Fh steht senkrecht zu den Richtungsvektoren der beiden Geraden.

1 7—t

. 1 5—s—
F,Fy|-1]|=0 = 3_s+t) —1|=0 & (5—s—t)-1+(3—s—t)-(—=1)+(7—t)-1=0
< 5—s—t—3+s—t+7—t=0

©93t0<:>t3

R -1 5—-s—t| -1
FFy[-1]|=0 & [3—s+¢||-1]|=0 & (5—s—t)(-1)+(3=s—t)-(=1)+(7~¢)-0=0
0 7—t 0
< —5+5+t—3+5—t=0 & —8+2s=0 & 25=8 < s=4

Damitist F,(1+312—3|3)=F,(4/-1I3) und F,(6—4|5—-417)=F,(2/1l7)

. 5—-4-3
Fth: 3-4+3|= 2 k:Xx= _1 +t-
7-3

1.6 Die Geraden g und h kénnen auch Flugbahnen zweier Flugzeuge darstellen (Léangen in
Kilometern und t in Minuten). Berechne die Geschwindigkeit der Flugzeuge in Kilometern pro
Stunde.

1 km km km
=1,73 0 _1 73~ _103,92 %™
Flugzeug aufg: |[—1 =V3~1,73 bedeutet ' min 1, h
1 60
-1 v,=1,41 K —1 41 KM _gy g5 km
Flugzeug aufh: |[—1|[=V2 bedeutet min 1, h
0 60
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1.7 Bestimme den Zeitpunkt, bei dem sich die Flugzeuge am nachsten kommen. Berechne diesen
minimalen Abstand.

Punkte der nachsten zeitlichen Anndherung:

1 1
G, liegtauf g: §=|2 |+t{—-1| = G (1+t]2—tlt)
0 1
_ (6] [-1
H, liegtauf h: h=[5|+t{—1| = H/(6—tI5—t|7) Die Zeit tist fir beide Geraden gleich.
7 0
_ [6—t—1-t| [5-2¢
Damitist G H,=|5—t—2+t |=| 3
7—t 7—t
5-2¢ _— i
Minimale Lange des Verbindungsvektors: Min|| 3 :Min(\/(5—2t)+3 +(7—t))
7—t

Suche Minimum der Ersatzfunktion f(t)=(5—2¢)*+3*+(7—t)*=4¢*—20t+25+9+t"—14t+49
2 2
f(t)=5t2—34t+83:5(t2—%t)+%:5t2—34t+83:5(tz—%n(ﬁ) —(ﬁ) )+@

10 10 5
2

Es interessiert nur die --Komponente des Scheitelpunkts, also brauchen wir nicht weiter rechnen.

Also t,..=3,4min.

d =Min 3 = 3 = 3 :\/(—1,8)2+32+3’62: ?NS,OZOO
7—t 7—3,4 3,6

A: Nach 3,4 Minuten kommen sich die Flugzeuge mit 5 km Abstand am nachsten.
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1.8 Senkrecht von oben scheint die Sonne auf die Flugzeuge. Deren Bahn beschreibt auf dem
ebenen Boden (xs-x>-Ebene) je eine ,Schattenlinie“. Berechne den Punkt, in dem sich diese
beiden Linien schneiden.

Fur die Schattenlinie fallt die x;-Komponente der Geradengleichungen weg.

S, 5<’=(;)+t'( 11) und S, }Z(g)”(:i) Gleichsetzen:

1 +s- 1 = 6 +t- -1 - I. 1+s=6—t ~ _142s=1 o 2s=2 <s=1
2 1 5 -1 II. 2—s=5—¢ I-I.

::(;)4-1'(—11):(?) A: Die Linien treffen sich im Punkt (2]|1|0).

Aufgabe 2: Kreise

2.1 Untersuche, ob durch die Gleichung x:+x5+6x,—1—4x,—2=0 ein Kreis beschrieben wird
und bestimme ggf. den Mittelpunkt und den Radius.

X+ Xo+6X,—1—4x,-2=0 & Xi+6x,+X;—4X%,=3 & X +6x,+3°+x;—4x,+2°=3+3"+2°
& (x,+3)*+(x,—2)’=16 Also Kreis mit Mittelpunkt (-3|2) und Radius r=4.

2.2 Untersuche die gegenseitige Lage der beiden Kreise k,: xj+x;+2x,=19 und
k,: X;—6x,+x;—8x,=—21 zueinander.

X+ x5+2x,=19 & xi+2x,+1°+x,=19+1° o (x,+1)+(x,+0)*=20
k1 hat den Mittelpunkt (-1|0) und den Radius r1=\/2_0~4,47.
Xo—6x,+X—8x,=—21 & Xi—6x,+3 +x;—8x,+4°=-21+3"+4’> o (x,—3)+(x,—4)’=4

k> hat den Mittelpunkt (3|4) und den Radius r,=2.

Abstand der Mittelpunkte: d=1/(3+1)*+(4—0)*=V16+16=132~5,66
Weil d<r,+2r, missen sich die Kreise schneiden.
A: Die Kreise schneiden sich.

2.3 Berechne die Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt M auf der Geraden g:x,—x,=0
liegt, und der durch die Punkte P(—7|3) und Q(5/-1) geht.
2.2

Kreisgleichung:  (x,—m, )*+(x,—m,)’=r

M(mym,) liegtaufg, also m—m,=0 < m=m, unddamit (x,—m,)+(x,—m,)’=r"
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Sowohl P als auch Q liegen auf dem Kreis und erfullen somit die Kreisgleichung.
(=7-m,)*+(3-m,)’=r* und (5-m,)’+(—1-m,)’=r" Gleichsetzen:

(=7=m ) +(3=m,)’=(5-m, J+(—=1-m,)’

m.+14m+49+m;—6m,+9=m;—10m, +25+m;+2m,+1 | T;—2m,,
8m,+58=—8m +26 | T;+8m,—58

16m,=-32 | :16

m,=—2 Damitistauch m,=—2. Setze m; und m, und P in die Kreisgleichung ein:

L A

—

—7—(=2)+(3=(=2)=r* & (=5)/+(5°)=r" & 25+25=r° & 50=r°
Also  (x,+2)°+(x,+2)’=50

2.4 Zeige allgemein, dass die Gerade g: x-n=p genau dann Tangente an den Kreis
k: X*=r ist, wenngilt: r*.n’=p*
Koordinatenschreibweisen:
_p M 2

. + _ o b ke 2+ 2_2 o 22
g: x,n,;+x,n,=p X = mm Xy ke Xpkx=r X;=r"—X]
2 2

2
n
Gleichsetzen: rz—xf:(nﬁ——lxl) | T

2 n n, |’
< rz—xf:(ﬁ) —2-£-—1x1+(—1x1) | T
n,

2 z_p2 2pn ni 2 2
© X=Xt Xy |
2 n, n,
2.2 2 2 2 2 2 2 2 2
© Mmri—mxi=p —2pnx;+nix; | —p +2pnx;—nix;
2 2 2 2 2.2 2
o —nmyx;—nix;+¥2pn x;+n;r'—=p =0 | T
2 2 2 2.2 2 2 2
< _<n1+n2)x1+2pn1x1+n2r —p=0 | :(_n1+n2)
2.2 2
, 2pn; n,r-+p . .
© X|—— X ——5 =0 p-g-Formel anwenden. Tangente: Nur eine Lésung, also
ny+nm, n,+n,
2 2.2 2
o x— 2pn, . 2pn, +n2r —-p
X1=7 2 2— 2 2 2, 2
2n,+2n;, 2n;+2n, n;+n,
Diskriminante muss 0 sein!
=0 | T

2pn, | mr'-p’
T 52 7l I
2n;+2n, n;+n,
(—2)2(pn1)2+4(nf+n§)(n§r2—p2)

:O . 2 2\2
a[men] a(m+ri | Anien)
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2 2 2 2 2.2 2

p n1+(n1+n2)(n2r -p ):0 | T

2. 2 2.2 2 2.2 4 2 2

p m+ninmr—nip +n,r'—=n,p=0 | T
2.2 2. 4.2 2 2
nin,r+n,r'—n,p=0 | :n;

2.2 2.2 2 2
niri+nsr—=p =0 | +p
2.2 2 2 2
nro+nsr=p° | T

20,2, 2\__ 2
r(n+m)=p° | T

2 =2 2

r-n"=p q.e.d.

LS S

Weil es sich ausschlieBlich um Aquivalenzumwandlungen handelt (die p-g-Formel hat hier nur eine
Lésung), gilt der Beweis in beide Richtungen.

Aufgabe 3: Kugeln

3.1 Untersuche die Lage des Punktes P(8[1/2) zur Kugel k mit dem Mittelpunkt M (—2[—2I3)
und dem Radius r==.

Kugelgleichung: (x,—m, )+ (x,—m,)*+(x;—m,)’=r" Hier: (x,+2)*+(x,+2)+(x;—3)°'=8"

8+2 e
Abstand Pzu M: |MP|=| 1+2 =\/102+32+(—1)2:1/110
2—3

Alle Punkte auf der Kugel haben den Abstand J64 zum Mittelpunkt. P hat einen grofReren
Abstand und liegt somit auBerhalb der Kugel.

3.2 Berechne den Radius r der Kugel k mit dem Mittelpunkt M (5|—4[5), welche die Ebene
E: 9x,—8x,—12x,=17 berihrt.

Berechne den Abstand von M zur Ebene E:

d= aymy+a,my+aym;—b _‘9‘5"‘(_8)'(_4)"'(_12)'5_17 _‘i‘_o
Va'+adi+a; \ VO +(—8)+(—12) 17

A: M liegt auf der Ebene. Es gibt also keine Kugel, welche die Bedingung erfiillt.
(r = 0 ist auch eine akzeptable Antwort).

3.3 Bestimme den Pol der Polarebene E: 3x,+x,+2x,=4 bzgl. der Kugel K: ¥*=12
Aus K: ¥=12 o (%—0)’=12 folgt M(0/00).

3x,+x,+2x,=4 | -3
< 9x,+3x,+6x,=12 Eist Polarebene, also gilt fir E auch die Gleichung

2

Polarebene: (x—in)-(p—im)=r> Hier: X-p=r" < X, p+X, py+X; p;=12

Der Vergleich der Faktoren ergibt P(9|316).
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Lineare Algebra lI: Rechnen mit Matrizen

Aufgabe 4: Definitionen

Schreibe jeweils eine kurze (aber gultige) Definition fir die folgenden Begriffe auf:

Homogenes/Inhomogenes LGS
Ein LGS der Form A(}E):b heil3t homogen, wenn 5 ein Nullvektor ist. Andernfalls
heillt es inhomogen.

Matrix
Eine Matrix ist eine rechteckige Anordnung von mathematischen Elementen (Zahlen,
Variablen, Funktionen, Vektoren, etc.) in tabellarischer Form.

Determinante
Eine Determinante ist eine Zuordnung, die einer quadratischen Matrix eine Zahl (Skalar)

. _la,, a , la, a,|_
zuordnet. Dabei gilt: Wenn A=|"'"" "], dannist detA=|"" "'"“=a a,,—a,a,
ay dyp ay dp
bll blZ b13
Wenn B=|b, b,, b,|, dannist
b3l b32 b33

det A=a,, 4 a33% 1)y, 05F 030,03 —0 30,505, =00y 03— 0,0y 3y

Transponierte Matrix
Die Matrix 4" e K™ heil’t transponierte Matrix zu einer Matrix 4 K™, wenn gilt:

T _ ..
a;;=a;; Vi, ]

Inverse Matrix
Eine quadratische Matrix 4 K™ heilt invertierbar, wenn es eine Matrix 4~'e K™

gibt, sodass gilt: 4-4'=E, wobei Eek™ die Einheitsmatrixist. 4~ heiltinverse
Matrix zu A oder einfach Inverse zu A.

Orthogonalmatrix
Die quadratische Matrix 4e K™ heilt orthogonal, wenn gilt: A-A"=E
(A"-A=E dgilt dann auch automatisch).

Aufgabe 5: Rechnen mit Matrizen

Gegeben sind die Matrizen, Vektoren und Skalare

1 -2 —4 1 1 1
1 N - — —
Z,a:(_zl),b: it (‘1‘ - 04),c:1 2 o |D=[3 2 2]
1 O 1 -4 1 —4
-2
0 0 1 22 2 2
0 I O und F=
1 0 0 3 0 3 1
-1 -1 -1 0
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Berechne die folgenden Ausdriicke und Terme

-_ 1 (2\_({-05
51 r-a= 7 (_1) (0’25)

5.2 A-a geht nicht, denn die Anzahl der Spalten von A muss gleich der Anzahl der Zeilen von

d sein.

1 -2 —4
4 —4 —4 —4 0 —-20
5.3 A-C:( ) 1 -2 0 :( )
1 -2 0l o ;] \-12 -4

0 01
55 E'=[0 1 0
1 00
0 0 Ij1 0 O 1 0 0]0 0 0 1
56 E' 0 100 1 0),=,01 001 0 Also E'=[o 1 0
1 0 00 0 1 0 0 1)1 0 1 00
1 -2 -4 1 -2 —4 1 -2 -4
57 rang(C) |1 -2 0 |=|0 0 4| = (0 2 5
1 0 1 [m-1\0 2 5 0O 0 4
Also rang(C)=3
0 0 1 1 00
58 detE (0 1 O] = (0 1 0| detE=(—-1)1-11=-1
1€->11
1 00 0 0 1
(Faktor -1 wegen Zeilentausch)
1 0 0 4 1 0 0 4 1 0 0 4
9 detF -2 2 2 21 _|0 2 2 10| _ (0 2 2 10
= 3 0 3 1 12l 0 0 3 —7|w+osn|Q 0 3 —7
-1 -1 -1 0/ v+ \0 =1 -1 4 0 0 0 9

detF=1-2-3-9=54
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5.10 Betrachte das LGS F.-x=b. Bestimme X und Uberpriife, dass F-%=p gilt, indem du
das Matrix-Vektor-Produkt aus Fund X bildest.

Erweiterte Koeffizientenmatrix

1 0 0 4 3 1 0 0 4 3 1 0 0 4 3
-2 2 2 2 1 N 0 2 2 10 7 N 0 1 1 5 3,5
3 0 3 1 -1 1ﬁ+—2311 0 O 3 —11 -10 1111123 0 O 1 -11/3 -10/3
-1 -1 -1 0 -2/wv«\0 -1 -1 4 1 0 -1 -1 4 1
1 0 O 4 3 1 00 4 3
01 0 26/3 41/6 N 0 1 0 26/3 41/6
{;/;11111 0 01 —-11/3 -10/3(vs9|l0 O 1 -—-11/3 —-10/3
0 O 9 4,5 0 0 O 1 0,5
1 0 0 O 1 1
01 0 0 25 - 2,5
5 . xX= )
v oo 1 0 —1,5] At XT| g5
II-26/31V
m+urv\0 0O O 1 0,5 0,5
Test F-X=b
1
2,5
-1,5
0,5
1 0 0 4 3
2 |2 2 1
3 0 3 1 -1
-1 -1 -1 |0 -2
d 1 1
5.11 Wir betrachten die Matrix D'=[ 3 2 2 |. Esgilt det(D')=0. Bestimme d.
—4 1 -4

Regel von Sarrus:
det(D')=d-2-(—4)+1-2:(—4)+1-3-1-1-2:(—4)-1-3:(—4)-d-2:1=—8d—8+3+8+12—2d=6d+15

Es muss gelten: det(D')=0 < —10d+15=0 < d=1,5
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