Mathematik LK M1, 1. Kursarbeit — Stochastik 1l / Analysis — Losung 25.11.2015

1 1. Abiturjahrgang

In der Jahrgangsstufe 13 sind genau 100 SchiJIe_ﬁ. Jeder Schiler belegt drei unterschiedliche
Leistungskurse. Die folgende Tabelle gibt einen Uberblick Uber die Leistungskurse und
Abiturergebnisse:

Kurs Kursteilnehmer Abiturergebnis

Médchen | Jungen | Summe |sehrgut| gut befried | ausrei | mangel | ungeni | Schnitt
Biologie 1 16 2 18 3 5 6 2 2 0 2,72
Biologie 2 11 9 20 1 6 7 6 0 0| 2,90
Biologie 3 8 8 16 0 4 7 5 0 0| 3,06
Chemie 3 9 12 2 4 2 3 1 0 2,75
Deutsch 1 12 10 22 0 9 8 5 0 0 2,82
Deutsch 2 15 8 23 0 4 12 5 2 0 3,22
Deutsch 3 10 11 21 1 8 8 3 1 0 2,76
Englisch 1 10 10 20 1 4 8 7 0 0| 3,05
Englisch 2 17 9 26 3 4 8 6 4 1 3,27
Erdkunde 16 9 25 0 6 10 8 1 0| 3,16
Franzdsisch 6 2 8 1 2 4 1 0 0 2,63
Geschichte 8 6 14 0 4 3 6 1 0 3,29
Latein 5 1 6 1 3 2 0 0 0 217
Mathematik 1 12 7 19 2 6 4 5 2 0] 2,95
Mathematik 2 6 11 17 1 5 8 2 0 1 2,88
Physik 11 0 11 2 3 1 4 0 1 3,00
Sozialkunde 14 8 22 0 6 8 6 2 0 3,18
Summe 180 120 300 18 83 106 74 16 3| 2,93

Im Rahmen der Aufgabe gehen wir davon aus, dass es bei der Kurswahl keine Beschrankungen
gibt. Ein Schuler kénnte z.B. also auch die Leistungskurse ,Biologie®, ,Chemie® und ,Physik"
gewahlt haben, was in der Realitat nicht moglich ware. Nur mehrfache Belegungen sind verboten.

1 1.1 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

A ein zufallig ausgewahltes Madchen einen Leistungskurs Biologie hat.

16+11+8 _ 7
=16%11¥8 _ 7 _5g 339
P~ 803 12 °

Bemerkung: Weil jedes Médchen nur einen Biologie-LK wéhlen kann, muss durch die Anzahl der
Médchen und nicht durch die Anzahl der weiblichen Kursteilnehmer geteilt werden.

1 O.E.d.A. umfasst der Begriff "Schiiler" im folgenden sowohl weibliche Schiilerinnen als auch mannliche
Schiler.
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B ein zufallig ausgewahlter Schiiler? in mindestens einem naturwissenschaftlichen Leistungskurs
(Biologie, Chemie, Physik) ist.

p=18¥20+16+12+11 _ 77

=25,67 %
300 300

C ein zufallig ausgewahlter Kursteilnehmer eines Deutsch-Leistungskurses ein Junge ist.

+8+
p=t8HL 2 43949
22+23+21 66

D ein zufallig ausgewahlter Schiler mindestens einmal die Note ,sehr gut® im Abitur erhalten
hat.

E ein zufallig ausgewahlter Schiler die Note genau dreimal die Note ,ungenigend® im Abitur
erhalten hat.

1 1 1 _ 1

= = =3,74-10 °9
P= 300" 299 298 26730600 > X 10 %

F in einem zuféallig ausgewahltem Kurs entweder nur Madchen oder nur Jungen anwesend
sind, unter der Bedingung, dass ein Junge an diesem Tag krank ist.

Zwei gunstige Pfade:

1. Pfad: Der fehlende Junge ist nicht im Latein-LK. Damit kommt nur noch der Physik-LK in Frage.
239 1_39
40 17 680

2. Pfad: Der fehlende Junge ist im Latein-LK. Damit kommen sowohl Physik-LK als auch Latein-
LK in Frage: =1.2-3
98 274617 680

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die Summe der Wahrscheinlichkeiten der glinstigen Pfade.
39, 3 _42_21

= + = = =6,18 %

P~ 680" 680 680 340 °

Fir die folgenden Arbeitsauftrage G-L und M, N werden die Namen der Schuler aus einem Lostopf
gezogen. Nach jedem Ziehen wird der Name wieder zurtickgelegt. Im Ergebnis kann der gleiche
Name also mehr als einmal gezogen werden. Zweimal der gleiche Name zahlt als zwei Treffer.

Nach der Aufgabenstellung handelt es sich im folgenden um Bernoulliketten. Dementsprechend
kann die Formel benutzt werden oder die Daten kénnen den B- bzw. F-Tabellen entnommen
werden.

2 Gemeint sind also sowohl Schiilerinnen als auch Schiler. (Keine weiteren Fulinoten dazu).
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G unter 20 zufallig ausgelosten Schilernamen genau 12 Jungen sind.

p=P(,, Jungename gelost “)=%= 40% Lange n=20.

P(X=12)=(ig)- p(1-p)* *=0,0355=3,6% oder aus B, (12)=0,0355

H unter 20 zufallig ausgelosten Schiilernamen hdchstens 12 Jungen sind.
P(X<12)=F,,,,(12)=0,9790=97,9 %

J unter 20 zufallig ausgelosten Schilernamen mindestens 12 Jungen sind.
P(X212)=F,),:(8)=1-0,9435=5,65%

K unter 50 zufallig ausgelosten Schilernamen mindestens 20 Jungen sind.
P(X220)=F,.,,(30)=1-0,4465=55,35%

L unter 50 zufallig ausgelosten Schiilernamen mindestens 22 und héchstens 28 Madchen sind.
P(22=X<30)=F;.,(28)=F4.06(21)=(1-0,6701)-(1-0,9924)=0,9924-0,6701=32,23 %

1 1.2 Berechnen Sie

M die Anzahl der Schiilernamen, die man auslosen muss, damit mit 95%-tiger
Wahrscheinlichkeit mindestens ein Schiler mit dem Leistungskurs ,Latein“ dabei ist.

P(,, Latein “)=6/100=0,06=6%

Nicht funktionierender Lésungsansatz mit F-Tabellen: Suche den n-Wert fiir die F-Tabelle, so dass
P(X=1)=0,95. Problem: Keine passenden F-Tabellen, weil n=100. AuRerdem ungenau.

Also Lésung mit Formel fur Binomialverteilung. Gesucht ist das n fir die Ungleichung:

P(X21)20,95
1-P(X=0)20,95 | -1 ; +(-1)
P(X=0)<0,05

(8) 0,04%0,94"°<0,05

¢

0

1-1.0,94"<0,05 | In()
In(0,94")<In(0,05) | T
n-In(0,94)<In(0,05) | :In(0,94) In(0,94) ist eine negative Zahl

n2An(0.05) 40 4o
In(0,94)

¢ 00 ¢

A: Es miissen mindestens 49 Schiillernamen ausgelost werden.
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N die Anzahl der Schilernamen, die man hoéchstens auslosen darf, damit mit 95%-tiger
Wahrscheinlichkeit kein Schiler mit dem Leistungskurs ,Latein“ dabei ist.

P(,, Latein “)=0,06 Gesucht ist das n fiir die Ungleichung:

P(X=0)20,95
o (8)0,020-0,94”‘020,95

¢ 0090

0,94"20,95
n(0,94")2In(0,95) | T
n-1n(0,94)21n(0,95)
_In(0,95)

In(0,94)

=0,82

| In()

A: Man darf gar keinen Schiilernamen auslosen.

| :In(0,98) GroRerzeichen dreht um, da 1n(0,98) negativ

1 2. Im folgenden betrachten wir eine Stichprobe aus 20 zufallig ausgewahlten Schilern aus der
obigen Gesamtheit der Schiler. Die folgenden Berechnungen sollen auf Basis dieser Stichprobe
erfolgen. Die Daten der Tabelle aus Aufgabe 1. sollen also zunachst keine Rolle spielen.

Stichprobe

Kurs

Kursteilnehmer

Abiturergebnis

Madchen

Jungen

Summe

sehr gut

gut

befried

ausrei

mangel

ungenu

Biologie 1

Biologie 2

Biologie 3

Chemie

Deutsch 1

Deutsch 2

Deutsch 3

Englisch 1

Englisch 2

Erdkunde

Franzosisch

Geschichte

Latein

Mathematik 1

Mathematik 2

Physik

Sozialkunde

WIN O O NO WIANW AW O+

WIOININ|22O N2 W2 N_2Ar~WwWwW O

O NN WO OO AW BN =~ |N |+

O/ 0oOjOo|l~O0O 0O OO O O O|l~|OC|OC|~

N =~ =N 200~ N~ NONMNOOC —~ |~

NIOI =N OI_2O  WINMNDNONDN=_2|~ODN

N =~ Ol~|OINO| 22N ~OO0C]OCjWwWw| O

O 0O 0O 0O 00O oooooo|o|o

O OO0l 0O 0O 0O 0O 0O 0O0ojoo|jo|o|o©

Summe

36

24

60

4

17

24

15

0

0

Hinweis: Fiir die folgenden Arbeitsauftrdge kbnnen Ndherungsformeln benutzt werden, auch wenn
die Bedingungen daftir nicht erfiillt sein sollten.
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2.1. Beurteilen Sie die folgenden Hypothesen auf Basis eines Signifikanzniveaus von 5%.
A Es sind mehr Madchen als Jungen auf der Schule.

Linksseitiger Test: Hat eine Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Mindestwert?
Die Hypothese lautet: H,: p=p, (p2p,) Hier: H,: p=0,5 (p=20,5)
Die Alternativhypothese lautet: H ,: p< p, Hier: H:p<0,5

M=n p=20-0,5=10

0=vVnpqg=v20-0,5-0,5=V5=2,24
Grenze: u-1,640=10-1,64-v5=6,33
Damit liegt der Annahmebereich im Intervall [7;20]
Da 36/3=12 Madchen in der Stichprobe sind, kann die Hypothese angenommen werden.

B Die Wahrscheinlichkeit, das eine zufallig ausgewahlte Abiturarbeit mit ,mangelhaft* oder
Lungenugend® benotet ist, ist kleiner als 5%.

M=n p=60-0,05=3

0=Vnpg=v60-0,05-0,95= le(z)as

=1,6882

Rechtsseitiger Test: Hat eine Wahrscheinlichkeit einen bestimmten Hochstwert?
Die Hypothese lautet: H,: p=p, (p< p,) Hier: H,: p=0,05 (p<0,05)
Die Alternativhypothese lautet: H ,: p> p, Hier: H,: p>0,05

Grenze: MP+1,640=3+1,64-1,69=5,76
Damit liegt der Annahmebereich im Intervall [0;5]

Erst wenn mehr als 5 Schiiler der Stichprobe die Note ungeniigend erhalten, wiirde man die Ho-
These verwerfen.

Da keine Schiiler mit der Note mangelhaft oder ungeniigend in der Stichprobe sind, kann
die Hypothese angenommen werden.

C Biologie und Deutsch sind gleich beliebt.
Mehrere Lésungsansatze.

1. Uber Konfidenzintervalle
Berechne das Konfidenzintervall fir Deutsch und Biologie und vergleiche die Intervalle.
Deutsch:

1=[h_c\/M;h+c\/M mit h=2=11=01833  ¢=1,96 fur95%.
n n n 60

1=[0,08542; 0,2812]
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Biologie: _

I=[h—0\/M;h+C\/MJ mit h=2=12201833 | ¢=1,96 fir 95%.
n n n 60

1=[0,09879; 0,3012]

Die Gesamtlange der beiden Intervalle betragt 0,3012-0,08542=0,21578.

Die Lange des Intervalls, indem beide Wahrscheinlichkeiten gleichzeitig liegen, betragt
0,2812-0,09879=0,18241. Das sind 84,5% der Gesamtlange.

Da die tatsachlichen Wahrscheinlichkeiten mit gréRerer Wahrscheinlichkeit in der Mitte der

Intervalle liegen und sich die Konfidenzintervalle nur in schmalen Randbereichen unterscheiden,

kann man die Hypothese annehmen.

2. Uber Hypothesentests

Setze die relative Haufigkeit des einen Kurses als zu testende Wahrscheinlichkeit fiir einen
Hypothesentest des anderen Kurses.

Beschreiben Sie die beiden Fehler, die grundsatzlich der Beurteilung von Hypothesen gemacht
werden kdnnen.

Fehler 1. Art (alpha-Fehler): Die Hypothese wird abgelehnt, obwohl! sie wahr ist.
Fehler 2. Art (beta-Fehler): Die Hypothese wird angenommen, obwohl sie falsch ist.

Bestimmen Sie auRerdem flir Hypothese B den zweiten dieser Fehler unter Berlicksichtigung der
tatsachlichen Wahrscheinlichkeit, die sich aus der Tabelle aus Aufgabe 1.1. ergibt.

Die tatséchliche Wahrscheinlichkeit betragt: p,=P(,, 5oder 6 “)=19/300=0,0633

Der Annahmebereich liegt im Intervall [0;5]. Gesuchtist P(X<5) fir p,=0,0633 also
B=Fgy.0005(5)=0,8215=82,15%
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1. Kursarbeit Mathematik M1
Musterlosung Aufgabe II: Analysis

Hilfsmittel: Tafelwerk

Taschenrechner

Wir betrachten die folgende abschnittsweise definierte Funktionsschar:

—Jg(x)firxso . _ mex _ :
f(x) {h(x)ﬁirx>0 mit g(x)=e""—1,m>0,meR und h(x)——xin,neR

Berechnen Sie die Funktionswerte fir x=1,m=1,n=1.
2

11 T Der Funktionswert existiert nicht.

fi;1(1)=h,(1)=

Zeigen Sie, dass der Punkt (0]0) unabhéngig von den Parametern m und n immer ein Punkt des
Graphen von fist.

f(0)=g(0)=e""-1=e"-1=1-1=0

Fir m=n=1 schlieRen der Graph von f, die Senkrechte Xx,=2 sowie die Normale von fan der

1
Stelle x1=—§ eine Flache ein. Berechnen Sie den Flacheninhalt dieser Flache.

2
X

(Kontroll-Zwischenlésung: 5—
X

] dx=—%x2—x -In(x-1)+C)

(Kontroll-Lésung: A=0,92F .E.)
Berechnung der Normalen: X, ist negativ, also muss g(x) betrachtet werden.

g'(x)=me™ Fur m=1: g,'(x)=e* ¢,'(-0,2)=0,8187 ist die Steigung der Tangenten.
1 1

=-1,2214 i :
m, 0,8187 Funktionsgleichung der

Normalen: j(x)=m;x+n. Der Punkt (—0,2|g,(—-0,2)) liegtaufder Normalen.
g:(-0,2)=e™**-1=0,8187-1=-0,1813 Setze (-0,2|-0,1813) in die Normalengleichung ein:

Fir die Steigung der Normalen gilt: my=—

-0,1813=-1,2214-(-0,2)+n | —0,2443
-0,4255=n Also j(x)=-1,2214x-0,4255

Die gesuchte Flache befindet sich entweder links von X,=2 oder recht von X,. Hier muss also
2

zunachst die Funktion h,(x)=- X betrachtet werden.

x—1
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Schnittpunkte von h,(x) und j(x):

2

~ 55 _=-1,2014x,-0,4255 | (=(x,-1))

Xg
& x5=(1,2214x4+0,4255)(xs—1) | T

& x5=1,2214x:-1,2214 x5+0,4255 x,—0,4255 | —xs
& 0=0,2214 x3-0,7959x4—0,4255 | :0,2214

& 0=x:-3,5949x,—1,9219 p-g-Formel anwenden

:>x1,2=1,7974i\/(—1,7974)2+1,9219=1,7974i\/5,1525=1,797412,2699
=>x,=-0,4725 ; x,=4,0673

Die erste Schnittstelle liegt links von X,=2 und auRerdem im Bereich von f, in dem g(x) gliltig
ist.Zwischen diesem Schnittpunkt und x,=2 liegt aulerdem eine Polstelle bei x=1. Hier kann
also keine eingeschlossene Flache liegen.

Der gesuchte Schnittpunkt, welcher die Flache einschlieBt, muss also an der Stelle x,=4,0673
liegen. Weitere Schnittpunkte gibt es nicht, also kann die Flache berechnet werden, ohne das
Integral weiter unterteilen zu missen.

Skizze:
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4,0673

A=l | (n(0-j(0)ax

2

2 2

—(-1,2214 x—0,4255 )=——=
x—1 X—

X

hi(x)—j(x)= 1+1,2214x+0,4255

Stammfunktion von h;(x): Polynomdivision:

hl(x)=—x2:(x—1)=—x—1—X1T1 :Hl(x)=—%x2—x—ln(x—l)+C

Damit

j (hl(x)—j(x))dx=—%x2—x—ln (x—1)

+%X2+0,4255x=0,1107x2—0,5745x‘lﬂ(X‘l)

Also

,0673

4,0673
T (h, ()= j(x))dx= [0,1107 x*= 0,5745x= In(x- 1) 1,6261593~ (- 0,7062)=— 0,9200
2

A=[-0,9200/=0,9200
A: Der Flacheninhalt betragt 0,92 F.E.
Bestimmen Sie die Polstellen und/oder Definitionsliicken der Funktion f.

g(x)=e™-1 hat keine Polstellen oder Definitionsliicken.

2
X
h(x)=-
(x)==~_
der Funktion, denn fiir negative x-Werte gilt g(x).
Also Polstellen des Nenners sind x,=n,n>0

hat n als Nullstelle des Nenners. Negative Werte fir n sind keine Polstellen

Bestimmen Sie das Asymptotenverhalten der Funktion ffir x—zoew,

lim f(x)=1lim g(x)=lim e™-1=0-1=-1

n—-—o n—»—owo n—»—co

Fur x-—o lauft f(x) also gegen die waagerechte Asymptote y,=—1.
2

h,(x)=-x":(x-n)=—x-n-

X—n
—_f == 2+
—nx
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lim f(x)=1lim h(x)=1lim (—x—n— Ui )=—x—n

n-+ow n-+ow n-—wo X_n
Fur x—+o lauft f(x) also gegen die schiefe Asymptote k(x)=—x-n.

Bestimmen Sie Hoch- und Tiefpunkte der Funktionsschar oder zeigen Sie, dass diese nicht
existieren.

X

Suche Extremstellen fir x<0. Betrachte also g(x)=e™-1 g'(x)=me"

Suche Nullstellen:  0=me™ | :m < 0=e™ | :In() In(0) geht nicht.
Also keine NST der ersten Ableitung, also keine Extremstellen.

2 2
Suche Extremstellen fir x>0. Betrachte also h(x)=-— e e
X—n X—n
h'(x)=- 1+”2(X‘ ”)_2= n” -1= n= (x= n)2= n’- (Xz‘ 2X”"‘”2)= - x°=2xn
(X_ n)2 (X_ n)2 (X— n)z (X_ n)Z

NST der ersten Ableitung sind NST der Zahlers, die nicht NST des Nenners sind:
0=n’-(x,-n)’ & (x,-n)’=n" o x,,-n=#n = x,=0 ; x,=2n

2 2
n n
h''(0)=-2.
(x=n)’ ©) (0-n)’
Also h''(0)>0 fir n>0 => Minimum

h'(x)=-2

und h''(0)<O0 fir n<0 = Maximum

Allerdings ist x,=0 genau die Schnittstelle der beiden Teilfunktionen. Ob es hier einen
Extrempunkt gibt, hangt vom Verhalten von g(x) ab.

g'(x)=me™* ist streng monoton steigend, weil m>0. Wenn h(x) bei x=0 einen Tiefpunkt
hat, muss h(x) im Bereich x>0 ebenfalls streng monoton steigend sein. Dann gibt es keinen
Extrempunkt im Graphen von f. Wenn h(x) bei x=0 aber einen Hochpunkt hat, muss h(x)
im Bereich x>0 streng monoton fallend sein. Dann muss es einen Hochpunkt von f an der Stelle
0 geben.

Also H,(0[0) fir n<o0.

Fir x,=2n kommen nur n>0 inFrage, da X, sonstim Definitionsbereich von g liegt.

n’ -2 2
h''(2n)=-2 -=———=—=<0 weil n>0
(2n—-n) n n
2
h(2n)=—24n ——4n Also H,(2n|-4n) fir n>0.
n—-n
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Zeigen Sie, dass funabhangig von den Parametern m und n stetig an der Stelle 0O ist.

Der beidseitige Grenzwert 1:?3 f(x)=f(0) muss existieren. Also

li =lim h 2
Xlg)lg(x) xlg)l (x) muss gelten. h(x)=- X ner
x<0 x>0 X—n

2

. . X
lim e"*-1=lim -
x-0 x-0 X—nN
x<0 x>0

2

0 . X
em -1=lim ~————~
x-0 n
x>0 X ]___
X

0=lim - =lim -3 =
x>0 n x-o 1 g.e.d.
x>0 1_; x>0

Bemerkung: Fiir n=0 hat h(x) eine hebbare Definitionsliicke bei x=0. h(x) lduft trotzdem
2

— =1Xi£101 (=x)=0. Dije Definitionsliicke von h selbst spielt keine

x>0 x>0

Rolle, denn f(0)=g(0).

noch gegen 0, denn 1Xl£r01 -

Bestimmen Sie alle Parametersatze (Werte fir m und n), fir den fim gesamten Funktionsbereich
stetig ist oder zeigen Sie, dass kein solcher Parametersatz existiert.

g(x) ist stetig fur alle gliltigen Werte von m.  h(x) ist stetig fir alle Werte von n, fir die
es keine Polstellen oder Definitionsliicken gibt. Polstellen gibt es fir n>0. Eine hebbare
Definitionslicke gibt es nur fir n=0 bei x=0. An der Nahtstelle der beiden Teilfunktionen ist

f immer stetig (s.0.). Also gilt:

f ist stetig fur alle erlaubten m und alle n< 0.

Beschreiben Sie die Bedingung, damit f an der Stelle 0 differenzierbar ist und erlautern Sie einen
Lésungsansatz, um zu zeigen, ob es einen Parametersatz gibt, fiir den fan der Stelle 0
differenzierbar ist.

Damit der Grenzwert des Differentialquotienten beidseitig ist, muss gelten: g'(0)=h'(0)

2 2
X hr(x)=n_(x_n) Also
(x=n)’
2 o \2 2_ 2
mo_n=(0-n)"  _nmn m=0(fiirn®0)
(0-n)* n’

g'(x)=me"
me

f ware also differenzierbar fur m=0 und alle n#*0.
m=0 ist aber verboten, also gilt:

Fir keinen giiltigen Parametersatz ist f an der Stelle 0 differenzierbar.
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