Mathematik LK 13 M1, AB 06 — Integralrechnung — Losung 03.11.2015

Aufgabe 1:

1.1 Erklare mit Hilfe der Definition des Integrals den Unterschied zwischen dem Integral einer Funktion
und dem Flacheninhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funktion und der x-Achse.

Def.: Integral

Sei f eine im Intervall /=[a,;b] stetige Funktion. Es sei Sn=h-2 f(x,) eine beliebige

i=1

b—a

b
Zerlegungssumme mit 4= ,neN. Dann heif3t j‘f(x)dx=lim S, das Integral von f(x) dx

n—w

von a bis b.

Das Integral ist die (unendliche) Summe aller Funktionswerte im Integral, ungeachtet des
Vorzeichens. Die Flache ist die (unendliche) Summe aller Betrage der Funktionswerte.

1.2 Gib die Definition fir die Integralfunktion an.

Sei die Funktion f in einem Intervall | stetig und a< . Dann heif}t

J, mit Ja(x)=§f(t)dt Vxel. Integralfunktion von f zur unteren Grenze a.

a

Satz: Sei die Funktion fin einem Intervall | stetigund a,xe l. Dann gilt:

J,0=| r@yai=| f@ya=| ryde=a,(0-7,a)

1.3 Schreibe die Aussagen vom Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mathematisch korrekt
auf.

Teil 1: Sei die Funktion f:t— f(¢) in einem Intervall | stetigund ae . Dann ist die

Integralfunktion J, mit Ja(x)=§ f(t)dt differenzierbar und es gilt: J,'(x)= f(x) VY xel

Die Integralfunktion J, von fist also eine Stammfunktion von f.
Teil 2: Newton-Leibniz-Formel

Sei die Funktion f:x— f(x) ineinem Intervall /=[a;b]SR stetigund F eine Stammfunktion
von f. Es gilt:

| £ ()ax=F (b)-F (a)
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1.4. Berechne
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1.5. Berechne den Flacheninhalt der Flache zwischen dem Graphen der Funktion f und der x-Achse
im Intervall [a;b].

151 f(x)=cos(x) ; a=-T1 ; b=

(O =

—_1T . —
Nullstellen im Intervall: X1~ E ;, X<

B

11=§ cos(x)dx=[sin(x)]::/2=sin(—1T/2)—sin(—1T)=—1—0=—1 A==
3

12=scos(x)dx=[sin(x)];r72/2=sin(Tr/2)—sin(—1T/2)=1—(—1)=2 A4,=1,]=2
2

I3=j cos(x)dx=[sin(x)]g,2=sin(1T/2)—sin(1T)=1—0=1 A== 1
2

A= A+ A+ A= 4

1.5.2 f(x)=(x—2)(x+1)(x—4) ; a=1,5 ; b=45

Nullstellen insgesamt: x,=2 ; x,==1 ; x;=4

Nullstellen im Intervall: x,=2 ; x;=4
Ausmultiplizieren: £ (x)=(x-2)(x+ 1)(x—4)= x’= 5x’+ 2x+ 8

2 2
1 45 3 2 40 81 135.9
I =§ 52+ 2 x+8)dr =l = X -2 P+ %+8 =(4-2244+16 )-[ Z=-22+Z+12
. 15()c X +2x )x[4x 3 X x]15 ( 3 )(64 YR )

_32 633 _2048 1899 149 . AFUF%

3 64 192 192 192

p 4
12=j (x*=5 x2+2X+8)dx=[%x4—§x3+x2+8x] =(64—3§—0+16+32) 32
2 2
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5 45

I 45 3,2 ’ 6561 9720, 1296 , 2304 16
I.= 5?42 x+8) de=] = x* -2 X +x°+8 = - + + -
;= (7 -5x7+2x+8) dx [4x 3 X Hx x]4 ( o P 4 A ) 3

299
1 A= =—=—=
,5573 ,= 1) T

_ 1323 1024 _299 _
64 192 192

A=A+ A +A =149+1024+299=1472=§=76
72778192 192 192 192 3 7

Aufgabe 2: Berechne den Flacheninhalt der eingeschlossenen Flache zwischen den Graphen der
1

Funktionen £ (x)=x’-6x+9x und g(x)=- 5x2+ 2x

Bildung der Differenzfunktion:  4(x)= f(x)— g(x)= X —5,5x>+ 7x

Nullstellen der Differenzfunktion: xi -5,5 xﬁ+ 7x,=0 | T
<:>xn(xi_575xn+ 7)=O 3)(:1:0

Betrachte Klammer:  x.—5,5x,+7=0 p-q-Formel: x2/3=£i\/£_£=£i\/i=£ié
4 16 16 4 16 4 4
8 14
=_=) =— =315
RIS BTy

2 2
11=§(x3—5,5x2+7x)dx=[lx4—£x3+1x2]= 4-2 414 )-(0-0+0)
) R | 3

10 10
= Alzllllz?

35 35

1 4 11 5,7 » 2401 3773 [ 343 10
I =j P55+ x)de=| x| = =R R B
22()c X x)x[4x e " 2x]2 (64 13 8)3

=343_640__297__%0__| 546875 A2=|12|=%

192 192 192 64

_640 297 _937 _
192192 192

A=A+ 4, 4,88

Aufgabe 3: Berechne den Flacheninhalt der eingeschlossenen Flache
zwischen dem Graphen der Funktion £ (x)= x°— 4x+ 6, der Tangenten

von fim Punkt P (0]6) und der Normalen von fim Punkt Q(1,5]2,25).
1. Ableitung: f'(x)=2x—4
Tangentensteigung im Punkt P:  m,= f'(0)=-4

Tangentengleichung: g(x)=m,x+ n, m; und P einsetzen:
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6=—4-0+n, Damitist: g(x)=—4x+6

1
Normalensteigung im Punkt Q: ‘m—=f'(1,5)=2‘135‘4=3_4=_1 =>m,=1
2

Normalengleichung: /(x)=m,x+ n, m,und Q einsetzen:

2,25=1:1,5+n, < n,=0,75 Damitist h(x)=x+0,75
Berechnung der Schnittpunkte:
+4x-6 ©x=0 e x,=0

f(x) und g(x): xI-4x,+ 6=-4x,+6
(- 5)

g(x) und hA(x): —4x,+6=x,+0,75 | - x,-6 <©-5x=-5.25

|—x,—0,75 @xi—st+ 5,25= 0 p-g-Formel:

f(x) und A(x): xI-4x,+6=x,+0,75
x,4=3,5

X34=2,54V6,25-5,25=2,5+1 =>x,=1,5 ;

Da die Flache durch x; begrenzt wird, ist wird x4 fir die Aufgabe nicht benétigt

Aufteilung der Flache: Im Intervall [x,, x,] Flache zwischen f(x) und g(x) und im Intervall  [x,, x;]

Flache zwischen f(x) und h(x).
f(x)—g(x)=x"—4x+ 6—(4x+ 6)=

_19261__3087_ _ 3087
[ ] = =0,385875 == 2000

7378000 8000

F(x)=h(x)=x"—4x+6—(x+0,75)=x"—5x+5,25

15

I,= j(x 5x+525)dx-[1x3 B +525x]
3 2 1,05

127 59,213 (19261 _5 441 21 21Y_(9_45 63 \_{ 3087 22050 _ 44100
8§ 8 8 8000 8000 8000

38 24 42

_27000 25137 _1863
=(,2329 I
8000 8000 8000 A=

3 8000 2 400 4 20
1863

8000

A=A+ 4= 3087 . 1863 _ 4950 _ 99 —0.61875
1 8000 8000 8000 160
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1
Aufgabe 4: Gegeben sind die Funktionen f:R" >R mit f(x)= - und g:R, >R mit

1
g(x)=- 5x2+ 1,5. Berechne das Volumen des Rotationskérpers (oder zeige, dass das Volumen

unendlich grof ist), der entsteht, wenn man den Graphen von f um die y-Achse rotiert. Nach oben
soll der Rotationskérper unbegrenzt sein, nach unten wird er durch den Rotationskérper um die y-
Achse des Graphenvon g begrenzt.

Lésungsweg: Der Schnittpunkt zwischen f und g bildet die untere Kante des Korpers. Das Volumen des
Korpers ist das Volumen des Rotationskérpers von f mit der y-Koordinate des Schnittpunkts y, als
untere Grenze (,glatter Boden®) minus das Volumen des Rotationskérpers von g mit der unteren
Grenze Yy, und des y-Achsenabschnitts als obere Grenze. (Ahnlich dem gewdlbten Boden einer
Sektflasche). (y-Koordinate entspricht dann der x-Koordinate des Schnittpunkts der Umkehrfunktionen
und der y-Achsenabschnitt wird zur Nullstelle).

Rotationskérper um die y-Achse: Bildung der Umkehrfunktionen

f=r @ y=o |

2N l=x > f_l(x)=

= | =

g(x)=—%x2+ 1,5 & y=—%x2+ 1,5 & y- 1,5=—%x2 & —2y+3=x" > ~F2y+3=x -
:>g_1(x)=\12x+3

l _ ———= 1
Schnittpunkt zwischen f“ und g’l; x—v=‘/‘2xs+3 | P ?=_2XS+3 | -xi
1=x(-2x,+3) | -1 & 0=-2x+3x-1 x,=1 isteineL6sung. Weitere Lésungen:
(- 2x7+ 3x°= 1) :(x— 1)=— 2x"+ x+ 1 -2+ x+1=0 | (-2)
-2x’+2x° S SN
-—x+—-=0
)
x’=1
2
X=X | 1 1
=t — =
— = s 4“/ 16 2
x—1
x—1 Es gibt also keine weiteren Lésungen.
0 1_
Probe 1T F21+3 ok

Berechnung der Nullstellen von g'l(x)
\/—an+3=0 | RN -2x,+3=0 © -2x,=-3 © xn=%=1’5

Probe: -2.1,5+3=0 o.k.
b 2 b
1 . 1 .1 1
V1='IT-5(—) dx=TT-lim [——] =1T-((11m——)—(——))=TI'-(O+1)='IT
| X b—w X 1 b b 1
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1.5

1,5 1,5
V2=1T-§ «/—2x+32dx=1T-j -2 x+3 dx=ﬂ-[—%x2+3 x]
1 1 1
=mr(-1,5%3-1,5-(-17+3.1))=m-(2,25-2)= T

V=V,-V, 1T———§1T

4 4

A: Das Volumen des Koérpers betragt %TT.

Aufgabe 5: Zeige mit Hilfe der partiellen Integration, dass f sin’(x)
0

m m m

fsinz(x)dx=§ sin(x)sin(x)dx=[sin(x)-(—cos(x))]ﬂ-s cos(x)(—cos(x))dx

0 0

=(—sin(1T)cos(1T)+sin(O)cos(O))—§ -cos’

Aufgabe 6: Berechne mit Hilfe der partiellen Integration

2.

o :lotqzl

(sin(x)cos(x)) dx—[sm x)] 2

f=—

© Sy o

(sin(x)cos(x))a’x=%[sinz(x)]::=%(sin2(ﬂ)—sinz(O))=0

2

<
ey
)
=
5
x
]
— ey 10
=
)
|
=
)
=]
—
=
&
1]
— C ey 1
=
&
— € 10

(sin(x)cos(x))dx=[sin(x)-sin(x)]ﬂo—j cos(x)sin(x)dx

i

| +

(x*In(x))dx

cos’(x)

+§ cos’(x)dx q.e.d.
0

!
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(cos(x)sin(x))dx
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