Mathematik LK M2, 1. Kursarbeit — Mittelstufe / Folgen — Losung 05.10.2015
Mittelstufenmathematik

Aufgabe 1: Lose die folgenden Gleichungen und gib die Lésungsmenge an. (,Probieren ist keine
zuldssige Losungsmethode).

11 1.2 X+x°+4x=x(x’+2x)-5 |1. X+l _gx
2x—4=-5x-53 | +4+5x | L 3, 2 4= 40x’ -5 - 22+1 —24X | T
S7x=-49 | 17 o—x+4x+5=0 | {-1) =2 :(2) T

=7 x2+1: 2x
=X ox’—4x-5=0 p-g-Formel: @22 27 | log,
L={-7} Xy, =2%V2+5=2+3 SX +1=2x | —2x
X, =13 %, =5 ox'2x+1=0 | T

L={-1;5] =(x—1)'=0

ox=1 L={1}

Aufgabe 2: Berechne die folgenden Terme durch Umformen bzw. vereinfache sie so weit wie
maoglich.

N

21 ({48-13)'=48"24813+13°=48—2 {48 3+3=51 -2+ 144=51-24 =27
500 1
1000

2.2 03670 =36'"" =36 =/36=6

10g3( llc;ggbb%) :10g3( logu( a9) ) =log,(9)=2

N
N

|.'°
w

Aufgabe 3: Der Graph einer quadratischen Funktion f geht durch die Punkte A (—1[7),B(2|-5)
und C(4|-18).

3.1 Berechne die Funktionsgleichung mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems.

(Kontrollldsung:  f (x) =1z —% x+4)

2
Setze die Punkte in die allgemeine Funktionsgleichung f (x)=ax’+bx+c ein:
I. 7=a{-1)+b{—-1)+c Ilc. —1=2a | :2
II. —5=a2'+b2+c o a=L Setze a=— in lla. ein:
III.—18=a-4+b-4+c 2 2
I. 7=a—b+c Ila. —4=-05+b | +0,5
II. —5=4a+2b+c | II.-I. o —3,5=h
Inr. -18=16a+4b+c | II.-I. Setze a=-0,5 inund b=3,5 inl.ein:

Ila. —-12=3a+3b | :3

Illa. —25=15a+5b | :5 I 7=05~-35)+c | -3

< 4=b Also
Ila. —4=a+b 1., 7
IIb. -5=3a+b | IIIb.IIb. f(x)=—x'=o x+4
3.2 Berechne den Scheitelpunkt der Parabel mit Hilfe einer im Unterricht benutzten Methode.
1, 7 I 1 2 2 _ 1 2 2
f(x)——zx —§x+4——§(x +7x)+4——§(x +7 x+3,5" 3,5 )+4——§Hx +3,5) —12,25J+4

:_%( X+3,5) +6,125+4 :_%( %435 410,125 [ -3,5/10,125)
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Folgen

Aufgabe 4: Erklare die Begriffe ,obere Schranke einer Menge*, ,untere Schranke einer Menge*,
L>Supremum®, ,Infimum® und gib flr jeden BeTriff ein Beispiel anhand der Menge

1 1 1 1

A:{ —5;-45;4=;4=;—4=:—4=;:...{ an.

3 4 5) 6

Die exakte Definition wére natlirlich optimal, muss aber nicht sein
Def.: obere Schranke, untere Schrank, Supremum, Infimum

Gegeben ist eine Zahlenmenge M mit einer Teilmenge X cM. beM heildt obere Schranke
von X, wenn VxeX git: b=x. beM heil’tuntere Schranke von X, wenn
V xeX git: b<x.
Die kleinste obere Schranke von X heif3t Supremum.
Die groRte untere Schranke von X heifdt Infimum.

Alternative z.B.:

Eine Zahl, die groRer/gleich grol als jede Zahl in einer bestimmten Menge ist, heil3t obere
Schranke dieser Menge. Die kleinste obere Schranke der Menge heifl3t Supremum.

Eine Zahl, die kleiner/gleich grof} als jede Zahl in einer bestimmten Menge ist, heil3t untere
Schranke dieser Menge. Die gréfite untere Schranke der Menge heif3t Infimum.

Beispiele fur die Menge A:
obere Schranke: 3; Supremum -4; untere Schranke: -98; Infimum: -5

Aufgabe 5: Stelle eine rekursive oder explizite Vorschrift fur die Zahlenfolgen auf, die durch
folgende Situationen beschrieben werden. Du musst die Vorschrift nicht beweisen. Gib aulRerdem
jeweils den Wert des 5. Folgenglieds an.

Hinweis fur die folgenden Aufgaben: Alle Kinder starten mit 0 € Geldvermdgen.

5.1 Albert bekommt am Anfang jeder Woche 4 € Taschengeld. Er gibt in jeder Woche sein ganzes
Geld aus. a, istsein Geldvermdgen am Ende der Woche n.

Explizite Vorschrift: a,=0; Rekursive Vorschrift: a,,,=0 mit a;,=0 ; a,=0

5.2 Ina bekommt am Anfang jeder Woche 8 € Taschengeld. Jede Woche gibt sie bis zum Ende der
Woche die Halfte ihrer Ersparnisse aus. a, istihr gespartes Geld am Ende der Woche n.

: . a,+8
Rekursive Vorschrift: a_,, = > mit a,=4 ; a;=7,75

n+1

5.3 Klaus bekommt am Anfang jeder zweiten Woche 10 € Taschengeld. Klaus gibt iberhaupt kein
Geld aus. a, ist sein Geldvermdégen am Ende der Woche n.

M:g-(z n+1—(=1));

a,,wennn=gerade
a,+10, wenn n=ungerade

Explizite Vorschrift: a,=5n+

Rekursive Vorschrift: 41~ mit a,=10 ; a;,=30
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5.4 Die Eltern von Albert, Ina und Klaus geben ihren Kindern am Anfang jeder Woche das
Taschengeld. a, istdie Summe an Taschengeld, das die Eltern am Ende des Monats n
insgesamt ausgegeben haben, wenn man annimmt, dass ein Monat immer exakt vier Wochen hat.

Explizite Vorschrift: a,=n-(4-4+4-8+2:10)=52n
Rekursive Vorschrift: a,,,=a,+52 mit a,=52
a, =260

Aufgabe 6: Gegeben ist die Folge mit der rekursiven Vorschrift a,,,=2a,+1. Beweise, dass
a,=2"—1 die zugehdrige explizite Vorschrift ist.

Behauptung: a,=2"-1

Beweis: 1.) Pritfe fir n=1: 4,=2'-1=2-1=1 ok.

2.) Setze die Vermutung in die rekursive Rechenvorschrift ein:
a,,,=2a,+1=2{2"-1)-1=2""-2+1=2"""-1 VneN

Wir haben damit bewiesen, dass wenn die Vorschrift flr n gilt, so gilt sie auch fir n+1.

Da sie fur n=1 glltig ist muss sie also auch fir n=2 glltig sein. Wenn sie fur n=2, glltig
ist, muss sie also auch fur n=3 glltig sein, usw. Also gilt die Behauptung fur alle n€IN/ q.e.d.

Aufgabe 7: Beweise die folgenden Ungleichungen durch Umformungen und/oder Abschatzungen
oder widerlege sie.

71 0<n’—2n WnelN,n>2
Widerlegung durch Gegenbeispiel: Setze n=2 ein: 0<2°-22 < 0<0 unwahr

7.2 3n’°<n’ VnelN,n>3

3n<n® | 3n°

o 0<n’3n° | T

o 0<n’{n-3) n’>0 VnelN ; (n—3)=0Vn=>3 Das Produkt ist also mindestens 0 fiir
n>3. q.e.d.

7.3 2™'<3" VhelN,n>2

2"'<3" | log,

n+l<log,(3") | T

n+l<nlog,(3) | —n

1<nlog,(3)—n | T

1=<n(log,(3)-1] log,(3)<1,59 = n(log,(3)-1)<n(1,59-1)=0,59n Also
1<n(log,(3)-1)<0,59n

1<0,59n Diese Ungleichung wird wahr fir n>2. q.e.d.

LU R S
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Aufgabe 8: Untersuche die folgenden Folgen auf Monotonie und Beschranktheit.

8.1 n_n+1
n—1
0 —a _(n+1)+1 n+1_n+2 n+1 _(n+2)(n—1) (n—1){n+1)_(n+2)(n-1)An—1){n+1)
T (p+1)-1 n-1 n n-1  n(n-1) n(n—1) n(n-1)
n*-n=2—n"-1%) _n"-n—2-n"+1_ —n-1

<0 weil der Zahler immer negativ ist und
n(n-1) n(n—1) n(n—1)

der Nenner immer positiv ist fr n>1. Also ist die Folge streng monoton fallend.

2+1
Beschranktheit: Die Folge ist nach oben beschrankt und 02—2 1 =3 st eine obere Schranke.

Dies folgt direkt aus der strengen Monotonie der Folge.
Beh.: Die Folge ist nach unten beschrankt und S =1 ist eine untere Schranke.
Bew.: Aus der Behauptung folgt: a,>I Vhn

+1
%21 | {n—1) @ n+1=n—-1 | —n < 1>-1 Die Ungleichung ist wahr, also ist die

Behauptung wahr und @, ist nach oben beschrankt.

a, istalso (nach unten und nach oben) beschrankt.

|2
8.2 ag,= n"+n

Monotonie: Annahme: (a,,) ist streng monoton steigend an:v“c n°+n
2

= a,<a,,, < I n*+n<i (n+1)P+(n+1) |
= n*+n<(n+1)+n+1

o n+n<n’+2n+1+n+l | —n’+n

< 0<3n+2 wahr VneIN Also: Die Folge ist streng monoton steigend.

erlaubt, weil beide Seiten positiv

Beschranktheit: Die Folge ist nach unten beschrankt und alzv““ 1°+1=/ 2 ist eine untere
Schranke. Dies folgt direkt aus der strengen Monotonie der Folge.

Annahme: Die Folge ist nicht nach oben beschrankt. Beweis durch Widerspruch:
Behauptung: Die Folge ist nach oben beschrankt und S eine obere Schranke.
Dann muss gelten: a,<S Vn

o {n*+n<S | * erlaubt, weil beide Seiten positiv
n’+n<S® | T
n(n+1)<s® Weil n<n+1 gilt: n’<n(n+1) Also
n’<n(n+1)<S’
n°<S* | -
n<+S

LR

Widerspruch, weil es immer eine natlrliche Zahl gibt, die groRer ist als eine gegebene Zahl S.
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