Mathematik LK 12 M1, 4. Kursarbeit — Matrizen und Stochastik — Léosung 11.06.2014

Aufgabe 1: Berechne die Determinante und die Transponierte der folgenden Matrizen:

0 4 r_[0 1
1.1 M: M: .4_1.4:_4 M —
11 (1 4) det 0 (4 4)
-5 3 -3 , -5 -1 -3
12 4=|-1 1 3 A=3 1 0
-3 0 1 -3 3 1

det M=-5-1-1+3-3-(=3)+(=3):(=1)-0—(=3)-1-(=3)-0-3-(=5)-1-(—1)-3=—38
1.3 B=(t) detB=mx BT:(m

Aufgabe 2: Berechne mit Hilfe der Cramerschen Regel

2.1 LOse das folgende LGS

I —4x+3y=-35 -3,5 3
Il 4x==52 o752 0] _-35:0-(=52)3_156 __,
4 3| 3s ‘_4 3‘ —4.0—4-3 —-12
A,b)=|" 2
( )(4 0‘—52) 4 0
—4 =35
4 =521 —4.(=52)—4-(—
ye 52| —4(=52)—4( 3’5)=222=—1s,5
—4 3 —4-0—4-3 —12
4 0
2.2 Berechne c fiir das folgende LGS
I —3a+6b—8c=-3 _ _
36 -3
Il a+2c=22 L0 »
C=
-3 6 —8|-3 -3 6 -8
(4,b)=|-1 2 —2|8 -1 2 -2
1 0 2|22 10 2
—3-2:2246:8-1+(=3):(=1)-0—1-2:(=3)—0-8:(=3)—22(—=1)6 54
c= =—=13,5
—3:2:2+6(=2)-1+(=8)-(—=1)-0—1-2:(=8)—0+(=2)-(=3)—2:(=1)-6 4

Aufgabe 3: Gegeben sind die Matrizen und Vektoren

0 2 =2 —4 1 1 1 1 0
1 2 0 1 -4 -4 —4 0 0

— O O

Berechne, falls moéglich, die folgenden Terme. Gib eine Begriindung an, falls die Berechnung nicht
moglich ist.

3.1 A-a gehtnicht, weil Dimension des Vektors ungleich Anzahl Spalten der Matrix
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32 A_;:(2-0—2-0—4-1 :(—04)

0-:0—2-0+0-1
3.3 A+C gehtnicht, weil Dimensionen der Matrizen gleich sein miissen

1-2 1—(=2) 1-(-4)| [-1 3 5
34 D-C=|2-2 2—(-2) 2-0 |={o0 4 2
—4-2 —4-0 —4-1 -6 —4 -5

2:1-2-2—4(—4) 2-1-2-2—4+(-4) 2:1-22—4(-4)| [14 14 14
35 C-D=[2-1-2:240-(—4) 2:1-2:2+0-(—4) 2:1-22+0:(-4)|=}-2 -2 -2
—4 —4

2:1-0-241:(=4) 2:1-0-2+1-(—4) 2:1-02+1:(—-4)] \-2 -2 -2
2 -2 —4
36 C-E=C=|2 -2 0 | weil EEinheitsmatrix
2 0 1

Aufgabe 4: In einem Korper K sind die Matrizen 4eK™" und B ,CeK”'? und Vektoren
x€K  sowie ein Skalar a€K gegeben. Gib fir die folgenden Rechengesetze Beispiele mit

diesen Matrizen/Vektoren an. Gib auflerdem, falls nétig, Bedingungen fir die Dimensionen an.
Falls das angegebene Gesetz nicht existiert, schreibe ,existiert nicht”.

Beispiel: Kommutativgesetz der Matrix-Addition: Losung: A+ B=B+A m=p,n=q
4.1 Assoziativgesetz der Matrix-Additon (4+B)+C=A+(B+C) m=p;n=q
4.2 Neutrales Element der Matrix-Addition A+0=4

4.3 Distributivgesetz der M.- Multiplikation und -additon C-(A+B)=C-A+C-B m=p;n=q

4.5 M.- Multiplikation und Determinanten det ( A- B)=det A-det B=det B-det A=det(B-A)
4.6 Kommutativgesetz der Matrizenmultiplikation existiert nicht
Aufgabe 5:

5.1 Erklare die Bedeutung der Aussage: ,Eine Matrix ist invertierbar.“ Gib auch die Bedingungen fir die
Invertierbarkeit einer Matrix an.

Eine Matrix A ist invertierbar, wenn es eine Matrix 4~ gibt, so dass gilt: A- A '=E
(E ist die passende Einheitsmatrix). A muss quadratisch sein und det A#0

-2 0 0 0

5.2 Gib eine Beispiel fiir eine 4x4-Diagonalmatrix an.z.B.: D= 0 1 0 0
0O 0 —-05 0

0 0 0 S5
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Aufgabe 6: Berechne, falls moglich, die Inverse der folgenden Matrizen mit einer Methode deiner Wahl.
Gib eine Begriindung an, falls die Berechnung nicht méglich ist.

6.1 Mit Gauf3-Jordan:

-2 -4 =31 0 O 1 2 3/2(-1/2 0 0 1 2 3/2(=1/2 0 0
-1 -2 00 1 O0)|-1 =2 O O 0 0|0 0 3/2|-1/2 1 0
-1 0 =30 0 1 -1 0 -3 0 1 0 2 =3/2|-1/2 0 1
1 2 3/2(-1/2 0 0 1 2 3/2|-1/12 0 1 0 0 0 -1
-0 2 —15-1/2 0 1|=|0 1 -3/4/-1/4 0 1/2—> 1 —3/4—1/4 0 1/2
0 0 L5(-1/2 1 0 0 0 3/2|-1/2 1 3/2|1-1/12 1 0
1 0 3 0 0 -1 1
=0 1 -3/4-1/4 0 1/2]|>|0 —3/4—1/4 0 1/2
0 0 1 |—-1/3 2/3 0 0 1 |—-1/3 2/3 0
1 -2 -1
1 0 0 1 -2 -1 11 1
=0 1 —=3/4]-1/2 1/2 1/2| Damitist M=} 2 2 2
0 0 1 |—-1/3 2/3 0 1 2 0
3 3
Berechnung nicht mdglich,
-4 2 0 0 O 0 -4 -1 1 -1 0 0 ; ; ;
0 0 0 0 2 -3 0 0 -1 -1 0 2 da M nicht quadratisch ist.
0 0 0 -4 0 1 0 -1 2 0 0
o o 1 0 -2 1 0 0 0 0 0 —4
-2 0 -4 0 0 -2 0 O 1 o0 0 O
62 M=-2 -1 0 -3 0 O 2 2 2 0 0 =2
0O 0 o0 0 O 1 0 0 O 2 0 O
o 0 o o0 2 -1 0 O 0 O -1 -4
-1 06 0 o0 o0 1 o0 2 =2 0 0 2
o -1r o 0 -3 0 0 -1 0 3 0 -1
1 o0 0 2 -2 0 0 2 0 -3 0 O

Aufgabe 7: Die folgenden Matrizen sollen als Abbildungen verstanden werden. Falls es sich um die
Matrix einer affine Abbildung handelt, gib an was die Matrix geometrisch bewirkt. Gib eine Begriindung
an, falls es sich nicht um die Matrix einer affine Abbildung handelt.

-1 0

0 1 Lésung: Spiegelung an y-Achse

Beispiel: A:(
(1 0 .
71 A= 1 Spiegelung x-Achse

7.2 Bz(j 8) keine affine Abbildung, weil det B=—1-0—(—1)-0=0
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-1 0

73 C=
== (0 ~1

) Punktspiegelung Ursprung oder Drehung um 180 °.

7.4 D= cgs(oc) —sm(oc) Drehung um Winkel a um Ursprung
sin(a)  cos(a)

Aufgabe 8: Gegeben ist ein Dreieck mit den Koordinaten A(—4(2), B(2|4), C(2|-2). Das Dreieck

wird zunachst an der y-Achse gespiegelt, anschliefiend um 30° gegen den Uhrzeigersinn um den

Koordinatenursprung gedreht. Berechne die neuen Koordinaten des Dreiecks.

P2 (2]4)
R T P; (246]373) °
Pg (-3.73]2486) R
+ + + +
Py (4]
+ + + +
M, = _01 bewirkt die Spiegelung an der y-Achse.
V3ol
MZ:(Z?I?((E%?)SO)) _cf)lsn((3300°))): i é bewirkt die Drehung um 30° gegen den Uhrzeigersinn.
2 2
31
Die Ausfiihrung beider Abbildungen hintereinander wird durch M ,=M ,-M |= ? e bewirkt.
2 2

Seien g Z und ¢ die Ortsvektoren von A, B und C. Damit ist

~ . _[—142V3)_[2.46) - z [ —2-43_[-3,73
a'=M,a= ~[=7 p'=M b= ~ )
5 243 (3,73) 2T S 14243 ( 2,46 ) und
cj”=M12'5=(_11__\/j§ ~ :g:;g A: Das neue Dreieck hat die Koordinaten
A'(2,46|3,73), B'(—3,73/2,46) und C'(—0,73|-2,73).
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Aufgabe 9:

9.1 Beschreibe das Ziegenproblem und erklare die Lésung.

Problembeschreibung:

In einer Gameshow sind hinter drei Tlre zwei Ziegen (Nieten) und ein Auto (Gewinn). Ein Teilnehmer
wahlt eine Tar aus. Der Showmaster, der weif3, hinter welcher Tir das Auto ist, 6ffnet anschlieRend
eine der beiden anderen Tiren und zeigt dem Teilnehmer eine Ziege. Der Teilnehmer muss
entscheiden, ob er bei seiner Wahl bleibt oder auf das andere noch nicht gedffnete Tor wechselt. Die
Frage ist, ob sich seine Chancen verandern, wenn er wechselt.

Lésung:

Es ist glinstiger zu wechseln, weil: Die Wahrscheinlichkeit, dass der Teilnehmer sofort die richtige Ttr
gewahlt hat, liegt bei 1/3. Das Offnen einer Tir &ndert diese Wahrscheinlichkeit nicht. Die
Wahrscheinlichkeit, dass das Auto hinter einer der beiden anderen Turen ist, liegt bei 2/3. Da es nicht
hinter der TUr mit der gezeigten Ziege ist, muss es mit 2/3 Wahrscheinlichkeit hinter der ungeéffneten,
zuvor nicht ausgewahlten Tur liegen.

9.2 Erklare mit Hilfe einer Rechnung die Aussage bei der Lottowerbung: ,Gewinnchance 1: 140
Millionen®.

Es gibt 49-48-47-46-45-44 Mdglichkeiten, aus 6 aus 49 Kugeln auszuwahlen. Das ist die
Gesamtzahl der Félle.

Dabei ist allerdings die Reihenfolge berticksichtigt, d.h. unterschiedliche Positionen der gezogenen
Kugeln werden extra gezahlt. Da diese Reihenfolge beim Lotto keine Rolle spielt, gehéren alle
Permutationen von 6 Kugeln zu den glnstigen Fallen, also 6-5-4-3-2-1=6!/

Damit ist die Wahrscheinlichkeit fiir sechs Richtige im Lotto

P (6 Richtige)= 6/ S !
49-48-47-46-45-44 (49) 13.983.816 Den Jackpot gibt es aber, wenn auch die
6

Superzahl getroffen wird (Endziffer der Lottoscheinnummer). Daher muss die Wahrscheinlichkeit 1 zu
14 Millionen noch mit der Wahrscheinlichkeit 1/10 fir das Treffen der Superzahl multipliziert werden.

Aufgabe 10: Berechne die Wahrscheinlichkeit, beim Ziehen von fiinf Karten aus einem Pokerspiel (52
Karten) vier Asse zu ziehen.

Es gibt insgesamt (552) Méglichkeiten, 5 aus 52 Karten zu ziehen.

Werden vier Asse gezogen, bleiben noch 48 Méglichkeiten fiir die verbleibende, beliebige Karte.

48 1
Pl4A4 = =——-—=0,00184 %
Damit ist ( sse) 52\ 54145 0
( 5 )

A: Die Wahrscheinlichkeit betragt 0,00184 %.
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Aufgabe 11: Berechne die Wahrscheinlichkeit beim Wirfeln mit drei 6er-Wurfeln mindestens 17 Augen
in Summe zu wurfeln.

Anzahl der aller Falle: 6°=216

Es gibt vier glinstige Falle: 566 656 665 666
Damitist P(17+)=——=—=1,8519%

A: Die Wahrscheinlichkeit betragt 1,85 %.

Aufgabe 12: Ein Schiler muss in einer Klausur zehn von 13 Aufgaben I6sen. Berechne die Anzahl der
Auswahlmdglichkeiten,

12.1 insgesamt.

A: Es gibt 286 Moglichkeiten, 10 aus 13 Aufgaben auszuwahlen.

12.2 wenn er die ersten beiden Aufgaben I6sen muss.
Die ersten beiden Aufgaben stehen fest, es bleiben also noch 8 aus 11 Aufgaben: (181): 165

A: Es gibt 165 Méglichkeiten, wenn er die ersten beiden Aufgaben auswéahlen muss.

12.3 wenn er genau eine der ersten beiden Aufgaben I6sen muss.

Es gibt = 2 Méglichkeiten, eine der beiden ersten Aufgaben auszuwéhlen (die erste oder die

1
zweite Aufgabe). Die restlichen 9 Aufgaben mussen aus den 11 Aufgaben 2-13 ausgewahlt werden,
also 97 Damit gibt es insgesamt (? : 191)= 110 Méglichkeiten.

A: Es gibt 110 Moglichkeiten, wenn er genau einer der ersten beiden Aufgaben auswahlen muss.

12.4 wenn er genau 3 der ersten 5 Aufgaben |6sen muss.

|

12.5 wenn er mindestens 3 der ersten 5 Aufgaben |6sen muss.

HIEEHIHEHIHES

A: Es gibt 276 Moglichkeiten, wenn er mindestens 3 der ersten 5 Aufgaben auswéahlen muss.

W W

)'(3)280 A: Es gibt 80 Moglichkeiten, wenn er 3 der ersten 5 Aufgaben auswéahlen muss.
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