Mathematik LK M1, 2. Kursarbeit — Funktionsuntersuchungen — Losung N 26.02.2014
Aufgabe 1: Funktionsuntersuchung

4 2
X —4x

(x2—1)2

Fuhre eine vollstandige Funktionsuntersuchung fir die Funktion [ (x) durch.

C12x*+52x° +8
(x*—1)"

_ 4x> +8x

()cz—l)3

Kontrollergebnisse:  f'(x) £ (x)=

0. Ableitungen bestimmen:

Quotientenregel mit 4 (x)=x"—4x’= = u'(x)=4x—8x

and y(x)=( 1= = v (x)=ax(r'-1)

f'(x)=(4"3_8")'("2‘1)2‘(x4‘x2>'(4x(x2—1))=(4X3—8x)-<x2—1)—(x4—4x2)-(4x)
(x2—1)4 (x2_1)3

A —4x7—8x +8x—4x +16x° _ 4x’+8x

B 4(x*~1) “(=1)

f'(x) berechnen mit Quotientenregel mit M(x)=4x3+8x - u'(X)=l2x2+8 und
v(x)=(x2—1)3 = V'(x)=2x-3(x2—])2:6X.(x2_1)2

Fooe)=tlvx)—ula)v(x)  (12x°48) (' =1~ (4 +8x }(6x (" 1))

v(x) (x"=1)°
_(12x°+8)-(x"—1)—(4x’+8x)-(6x) _ 12x" —12x+8x*—8—24x" —48x’
()cz—l)4 (x2—1)4
_—12x*-52x" -8 12x"+52x°+8
(x2—1)4 (x2—1)4
3 4 2
Also f,(x): 4X2+8)§ und f,,(x>:_ 12X '|;52X4+8
(x —1) (x —1)

1. Definitionsbereich, Polstellen:

D=R\[—1;1} Polstelle: x,=—1 ; x,=1
1.5 Symmetrie

') _((-x)'=al-af)

(=1 ((=xf=1)

Achsensymmetrie, wenn 1 (x)=f (—x)

Die Funktion ist symmetrisch zur y-Achse.
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2. Verhalten der Funktionswerte fur oo, (ggdf. inkl. Naherungsfunktionen) und ggf. an den
Polstellen

2x*+1

(x“—4><2):(x“—2x2+1)=1—W

x'—2x+1

—2x*—1

=1+0=1

x—too

4 42 2
Damitist lim x2—4>(2 = lim 1—%
(X" =1 ) xowel (x7=1)

Waagerechte Tangente: g(x)=1

) xt—ax? . xt—ax? . xt—ax?
=—o0; lim : =—o0; lim : =—o0; lim =—00

x—+1- xo+1+ (x2—1)2

4 2
x —4x

lim
x_)_l_((x2_1)2

3. Schnittpunkt y-Achse

_0'-4.0° _

f(O) (02_1)2 -

4. Nullstellen der Funktion

NST der Funktion sind NST des Zahlers, die nicht gleichzeitig NST des Nenners sind.

NST Zahler: (xi—4x’)=0 < x’(x.—4)=0 < x,=0 Doppelte NST.
(x2-4)=0 = x,=—2;x5=42

NST Nenner: x,=—1 ; x,=1

5. Tangenten an den Nullstellen

tl(x)zmlx—i-n1

4(-2Y+8(—2) —32—-16_ 48 16
m,= ! —2 = = ==
1 . 16 32 16 32
(=2]0) und m=—-5- einsetzen: O=—?~(—2)+n1©n1=—7 = z‘l(x)z—?x—7
Damit ist aus Symmetriegriinden, weil achsensymmetrisch: t3(x)=19—6x—% fir NST x,=2
tz(x)=m2x+n2
4(00+80_ 0
2 f () (02_1)3 _12

(010) und m,=0 einsetzen: 0=—0-0+n,=n,=0 = ¢,(x)=0
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6. Extrempunkte

Kandidaten: f'(x,)=0

_4x‘;’5+8xE
(xp—1)

Keine weiteren NST, da die Gleichung fiir die Klammer x?+8=0 nicht Idsbar ist.

0 NST des Zahlers: 0=4x,+8x, © 0=x;(x’+8) = x,=0

Hinreichende Bedingung f”(x6)¢0:

4 2
f"(—2)=—12 O(Otizl;)‘ +8=—%=—8<0 Damit ist xs ein Maximum.

f(0)=—4 (siehe oben). Damitist (0]0) ein Hochpunkt.
7. Wendestellen

Sy )=0
C12x*+52x°+8
(x*=1)°
122°+522+8=0 | :12

1
, 132 13 (169 2 —13 [145 —13+4145
+—=z+2=0 T Y| el <0
TETFETRTY T AT T 36 T3 36 6

Riicksubstitution x=++z Keine Ldsung, keine NST, damit auch keine Wendestellen.

2

=0 Betrachte Zahler: 12x*+52x>+8=0 Substituiere z=y

8. Tangenten an den Wendestellen

Entfallt, da keine Wendestellen.
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9. Graph

Aufgabe 2: Funktionenschar
Gegeben ist die Funktionenschar £ (x,a)=(a+x)e * mit a€R"; x€R
2.1 Bestimme Extrem- und Wendepunkte der Funktionenschar.

1. Ableitung: Produktregel mit 4 (x)=a+x;u'(x)=1;v(x)=e ";v'(x)=—e"
f'(x)=1-e " +(a+x)(—e ")=e "—(a+x)e "=—(a+x—1)e"

2. Ableitung: Produktregel mit 3 (x)=—(a+x—1);u'(x)=—1,;v(x)=e " ;v'(x)=—e"
' (x)=—1le"—(a+tx—1)(—e )=—e "+(a+x—1)e "=(a+x—2)e "

3. Ableitung: Produktregel mit 4 (x)=a+x—2;u'(x)=1;v(x)=e " ;v'(x)=—¢

f(x)=1le " +(a+x—2)(—e)=—e "—(a+x—-2)e "=—(a+x—-3)e "
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Extrempunkte:

Nullstellen 1. Ableitung: O0=—(a+x,—1)-e* >0 Vx, also liefert
0=a+x,—1 & x,=1—a die einzige Lésung.

f(x)=f"(1—-a)=(a+(1—a)=2)e' “=—1-¢"<0 = Maximum
f(x)=(a+(1—a))e' ="

A: Das Maximum liegt bei (l—alel_“).

Wendepunkte:

Nullstellen 2. Ableitung: 0=—(a+x,—2)-e * e *>0 Vx, also liefert
0=a+x,—2 < x,=—a+2 die einzige Lésung.

Fri(x)=f""(—a+2)=—(a+(—a+2)=3)e "*?'=—1.¢""?<0 ,Rechts- nach Linkskurve*
f(x)=(a+(—a+2))e*=2-e "

A: Der Wendepunkt liegt bei (2—a|2-e2_").

Aufgabe 4:

Funktionsbestimmung

Umngehungsstrafe

Eine Umgehungsstrale soll
um den Ort D gebaut werden.
Die alte Strale ist : ]
schnurgerade und lauft durch
D. An den Punkten 4(0[4)
und B(4|0) soll die neue
Stral’e tangential an die alte
Stralte anschlieRen.
Aulierdem soll die neue
Strale durch den Punkt
C(2]1) gehen.

(1 L.E. entspricht 1 km)

Bestimme eine ganzrationale
Funktion 4. Grades, die den
Verlauf der Umgehungsstralie
beschreibt. -

f(x)=ax4+bx3+cx2+dx+e ; f’(x)=4ax3+3bx2+2cx+d
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Die neue Strale soll durch die Punkte A, B und C gehen. Also ' (0)=4, f(4)=0 und f(2)=1.
Die alte StraRe lauft durch die Punkte 4(0[4) und B(4/0). Damit hat die zugehorige Gerade die

Steigung m=m= —1. Fur den tangentialen Anschluss muss fiir die Funktion deshalb gelten:
£'(0)==1 und f'(4)=—1
Also

L a0'+h0+c0’+d-0+e=4 < e=4

I a4 +b4&+cd’+d-4+e=0 < 256a+64b+16c+4d+e=0
Il a-2'+b2°+c2’+d2+e=1 o 16a+8b+4c+2d+e=1
V. 4a-0°+3b-0*+2¢c-0+d=—1 < d=—1

V. 4a-4+3b-4°+2c-44+d=0 < 256a+48bh+8c+d =0

Setze e=4 und d=-—1 Iin die Ubrigen Gleichungen ein:

II.  256a+64b+16c+4-(—1)+4=0 o 256a+64b+16c=0 | II—4III,
III. 16a+8b+4c+2-(—1)+4=1 o 16a+8b+4c=—1
V. 256a+48bh+8c—1=0 < 256a+48b+8c=1 | V.—2III

Illa. 192a+32b=4
Va. 224a+32b=3 | Va.—Ila.

32a=—-1 & a=—3L2 Setze a:—:%z in lla. ein:
192-(—3L2 +32b=4 & —6+32b=4 < 32b=10 < b:15_6
Setze: a=—L und b=i in 1. ein:
32 16
16-(—3—12 +%+4c=—1 o —%+§+4c=—1 o de=-3 o cz—%
Damit ist f(x)=—%x4+%x3—%x2—x+4
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