Mathematik LK M1, 2. Kursarbeit — Funktionsuntersuchungen — Losung 24.02.2014

Aufgabe 1: Funktionsuntersuchung

2 4\2
Flhre eine vollstandige Funktionsuntersuchung fur die Funktion f (x)z% durch.
X —
S 6 4 2
Kontrollergebnisse: f’(x)=w f,,(x):x 1>53§ +1§X +4
(x°—1) (x*—1)

Folgende Information darf benutzt werden: Die zweite Ableitung hat keine Nullstellen.

0. Ableitungen bestimmen:

Quotientenregel mit 3 (x)=(x"—4)’=x"-8x’+16 = u’'(x)=4x’—16x
und y(x)=4-(x"—1)=4x’-4 = v'(x)=8x

(4x’—16x)-4(x"—1)—(x"—8x>+16)-(8x ) _ (4x’—16x)-(x"—1)—(x"—8x*+16)-(2x)

! x)= —
f(x) 16(x°—1) 4(x*—1)
4167 —4x +16x—2x"+16x —32x _ 2x°—4x’—16x _ 0,5x°—x’—4x
4(x*-1) 4(x*—1) (x*—1)

oder z.B.

Faktorregel mit aZ% und Quotientenregel mit 4 (x)=(x’—4)" und v(x)=(x’—1):

u'(x)=2x-2(x"—4)=4x(x’—4) mitKettenregel und v'(x)=2x

1 1A (" —4) (2 1)—(x"—4)"2x
4 v(x) 4 (x*—1)
. x(x2—4)~[(x2— 1 )—0,5-(x2—4)]_ (' =4x ) (x*=1-0,5x"+2) _(x’—4x)-(0,5x°+1)

(x*—1)? (x*=1) (x*~1)
05 —2x"+x —4x _ 0,5x°—x —4x
B (x*=1) B (x*~1)

f'(x) berechnen mit Quotientenregel mit 4 (x)=0,5x"—x"—4x = u'(x)=2,5x"-3x’—4 und
v(x)=(x’=1)7 = v'(x)=2x2(x"—1)=4x(x’-1)

Froe)= ) —ulx)v ' (x) (255" -3~ 4)(’= 1= (0.5 x"—x'— dx)-4x(x*~ 1)
v(x)z (X2—1)4
(2,5x"-3x"—4)-(x* 1) —(0,5x°— x’ —4x)-4x
(x*—1)°
(2,5x°=3x"—ax’—2,5x"+3x’ +4)—2x"+4x*+16x>  0,5x"—1,5x*+15x°+4
(x2—1)3 - (x2_1)3

_05x"—x"—4x

(x*—1)

_05x"—1,5x"+15x°+4

Also  f'(x) (x2—1)3

und f''(x)
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1. Definitionsbereich, Polstellen:

D=R\{-1;1} Polstelle: x,=—1 ; x,=1

1.5 Symmetrie

Achsensymmetrie, wenn 1 (x)=f (—x) i)(;_jiz): 4(1((?165)2_—4;2) o.k.

Die Funktion ist symmetrisch zur y-Achse.
2. Verhalten der Funktionswerte flir oo, (ggdf. inkl. Ndherungsfunktionen) und ggf. an den
Polstellen

4 2 2 1 » 7 9
—8x"+16):(4x"—4)=—x"——+
(x*—8x°+16):(4x ) 2577 N
4 2
X —X
~7x*+16
—7x°+7
9
2 2
) —4) ) 1 » 7 9 . 1 » 7
Damitist lim L =lm|—x"—=+ =lm|—x"—— [+0=4w®
x—>ioo(4<x2—1>) x—>ioo(4 4 4X2—4) x—>ioo(4 4
R . 1 » 7
Naherungsfunktion: g(x):—x ——
4 4
lim (x*=4) =400 lim (x*=4) =—o0; lim (x*—4) =—o0 (x"—4) =+
-1 4(x*—1) -1+ | 4(x=1) i\ 4 (x7—1) | 4(xP=1)
3. Schnittpunkt y-Achse
0’—4) 16
f( ) 4(02_1) _4

4. Nullstellen der Funktion

NST der Funktion sind NST des Zahlers, die nicht gleichzeitig NST des Nenners sind.

NST Zéhler: (x;—4)=0 o x,—-4=0 & x,=4 & x;=—2 ; x,=+2
NST Nenner: x,=—1 ; x,=1
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5. Tangenten an den Nullstellen

tl(x)=m1x+n1
1,5:(=2)=5-(=2)—4-(=2) —48+40+8 0
m. = ! _2 ) — Y _
1 f ( ) ((_2)2_1>2 32 9
(—2/0) und m,=0 einsetzen: 0=0-(=2)+n,<n,=0 = ¢,(x)=0

0

tz(x)=m2x+n2
, 1,5:(2)°=5-(2)'—4-(2) _48-40-8 0
()= L5252 —4(2)_48-40-8 0 _
(2°—1) 3 9
(210) und m,=0 einsetzen: 0=0-2+n,=n,=0 = t,(x)=0

0

6. Extrempunkte

Kandidaten: f'(x,)=0

0:0,5x§—x2—4xE
(xp—=1)

Damit x,=0 Betrachte Klammer:

0=0,5xp—x;—4 | -2

=0=x;—2x"—8 Substituiere

z=x" = 0=2"-2z-8 = z,,=1+V14+8=1+3 = z,=—2z,=4

NST des Zahlers: 0=0,5x;—xy,—4x;=x (0,5 x5 —x;—4)

Rucksubstitution:  x,,=Fz,=F2

Aus den Tangentensteigungen wussten wir schon, dass 2 Nullstellen der ersten Ableitung
sind. Daher kann man auf die Rechnung oben verzichten, muss aber begriinden, dass es keine
weiteren Nullstellen gibt.

Damit sind die Kandidaten auf jeden Fall Extrempunkte, denn die 2. Ableitung hat nach
Aufgabenstellung keine Nullstellen: Hinreichende Bedingung /' '(xE);éO ist also erfullt.

_05(=2)°—1,5(=2)" +15-(=2)+4
- (—2)-1)
_0,5:0°~1,5-0"+15-0°+ 4
- (0°—1)
0,5:2°—1,52"+15-2°+4
- (22-1)

f(=2)

>0 Damit ist xs ein Minimum.

1'(0)

<0 Damit ist xs ein Maximum.

r(2)

>0 Damit ist x; ein Minimum.

f(=2)=0 (siehe oben). Damitist (—2|0) ein Tiefpunkt.
/(0)=—4 (siehe oben). Damitist (0|]—4) ein Hochpunkt.
f(2)=0 (siehe oben). Damitist (2|0) ein Tiefpunkt.
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7. Wendestellen

Es gibt keine Wendestellen, weil die notwendige Bedingung f''(x,,)=0 sind erfiillt sein kann,
da nach Aufgabenstellung die zweite Ableitung keine Nullstellen hat.

8. Tangenten an den Wendestellen

Entfallt, da keine Wendestellen.

9. Graph
F
Y
6.-
4.-
2.-
X
} } } ' } .
5 4 -3 2 -1 0 1

Aufgabe 2: Funktionenschar

Bestimme den Punkt mit dem maximalen Funktionswert, den die Funktionenschar
f(x,t)=sin(x)-e" fiur x,t€[0;vm] annehmen kann.

Folgende Information darf benutzt werden: ¢™ ist streng monoton fallend.

_ dsin(x’)-e”’

Leite nach x ab: £ '(x) J
x

=2-sin(x’)e”  f''(x)=—4-cos(x*)e
Nullstellen der ersten Ableitung sind Kandidaten flr die Extremstellen:
0=2-cos(x’)e”" & 0=cos(x’) weil ¢'>0 V¢
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_nIt T
Die Gleichung COS(Z)ZO ist erfallt far Z—E’ also fir x=i\/§, wovon x1=+\/§ in den

Intervallgrenzen liegt. f"(xl):—4-005((\/m)2)-e_t<0, denn ¢ >0 V¢

T
Damit liegt bei x1:+\/% ein Maximum.

f(x,)=sin(n/2)-e”'=e" Also liegen die Maxima bei (+\E

T e’)

Da ¢ ' nach Aufgabenstellung streng monoton fallend ist, liegt der maximale Wert fir ¢~ an der
linken Intervallgrenze, also bei ¢=0.

t

T
Damit liegt das globale Maximum fir die Funktionenschar im Punkt (4‘\/%‘1)

F
Y

1,257

0,757

0,57

0,251

'H

0,5 -025 o] 025 05 075 1 125 15 1,75 2 2,25

Aufgabe 3: Beweis n-te Ableitung
Beweise: Aus £ (x)=x"-¢" folgt £"(x)=[x’+2nx+n-(n—1)]-¢* Vn=1

Induktionsanfang n=1: linke Seite:  f'(x)=2xe"+x’ e =¢"(2x+x7)
e

rechte Seite: £ /(x)=[x’+2-1x+1-(1—1)]-e"=(x’+2x )}-¢* ok

Induktionsschritt n—n-+1:

f("H)(x):j—xf(")(x)=j—x([x2+2nx+n-(n— 1)]~ex)=(2x+2n)~ex+[x2+2nx+n-(n—1)]~ex

=[2x+ 2n+x’+2nx+n-

- 1)]~ex=[2x(1 +n)+ 2n+x2+n2—n]~exz[x2+2(n+l)x+n2+n]-ex
[x2+2(n+ 1)x+(n+1

n
(n+ O)]~ex g.e.d.

—_— =
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Aufgabe 4: Funktionsbestimmung

Sei f eine ganzrationale Funktion dritten Grades. f besitzt im Punkt W (2[14) eine
Wendetangente mit der Steigung m=15 und eine Nullstelle bei x,=1. Bestimme die
Funktionsgleichung von f.

f(x)=a X 4+bx’+ex+d =>f'(x)=3ax2+2bx+c ;"' (x)=6ax+2b

W (2]14) liegt auf dem Graphen: f(2)=14$ 14=a-2°+b-2°+c-2+d
W (2]14) ist Wendepunkt: f''(2)=0= 0=6a-2+2b
Wendetangente hat Steigung 15:  f'(2)=15=>  [5=3a-24+2b-24+¢
Nullstelle bei x,=1: f(1)=0= 0=g-1’+b-1>+c-1+d

(Alternativ darf man auch die Symmetrie zum Wendepunkt ausnutzen: Wenn (IIO) auf dem Graphen
liegt und die Wendestelle bei (2|14), dann muss auch (3]28) auf dem Graphen liegen. Die
entspreche Gleichung lautet: 28 = 27a + 9b + 3c +d).

Damit LGS:
I 8a+4b+2c+d=14 | [-1IL Setze a=-—1 inlllaein:
II. 12a+2b=0 | II-2IV. —12:(=1)+c=15 & ¢=3
III. 12a+4b+c=15 | IIL-2IL
V. a+b+c+d=0 Setze a=—1,¢c=3 und d=-—8 inlV.ein:
la. —4a+c+d=—-1 | 2L.+IL —1+b+3-8=0 < b=06
Ila. 10a—2c—2d=0 | I +2IIL
Illa. —12a+c=15 Damitist:  f(x)=—x’+6x’+3x—8

Ib. 2a=-2 o a=-1
Illa. —14a—2d=30

Setze a=-—1 inlla. ein: y

—14(—1)-2d=30 & —2d=16 =d=-8

30

201

10T

|L|.
o
i
¥
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