Mathematik LK 11, AB 04 — Volistandige Induktion 02 — Lésung 30.10.2013

Aufgabe 1: Beweise mit Hilfe der vollstandigen Induktion

11 ) k2=én(n+1)(2n+l) vV neN’
k=0

Induktionsanfang n=0:

0
linke Seite: Y, k*=0 rechte Seite: ~ —0-(0+1)-(2:0+1)=0 ok

k=0

| —

n+1

Induktionsschritt n—n+1: Y k=Y k’+(n+1)* Behauptung einsetzen:
k=0 k=0

:%n(n+n)(2n+l)+(n+1)2=n<n+1)(2n21)+6(n+1)2

(n+1){n(2n+1)+6(n+1)] (n+1)(20°+n+6n+6) (n+1)-(2n°+7n+6

6 6 6

(weil  (k+2)(2k+3)=2k’+3k+4k+6=2k’+7k+6 )

( +l)[(n+2)(2n+3)]=%(n+l)(n+2)(2(n+l)+1) g.e.d.

AN —

N

1.2 4* =" g eN

k=1

1
Induktionsanfang n=1: linke Seite: H4k:41:4 rechte Seite: 21(1“):22:4 o.k.

k=1
n+1 n

Induktionsschritt n—n+1: H 4k:4n+1-H 4k Behauptung einsetzen:
k=1 k=1

4n+1.2n(n+1) (22)”+1.2n(n+1) 22(n+1).2n(n+1):22(n+1)+n(n+1):2(n+1)(n+2) g.e.d.

13 n/>2" VnelN;n>4
Induktionsanfang n=4: linke Seite: 4/=24>16=2" ok.

Induktionsschritt n—n+1:  (n+1)/=nl-(n+1)>2"(n+1)>2"2=2"" qe.d.
Behauptung  weil n+1>4

Seite 1 von 4



Mathematik LK 11, AB 04 — Vollstandige Induktion 02 — Losung 30.10.2013

- 2k—3 1
1.4 =2
g 3 3 3

2 — D I 2 1 2 1
Induktionsanfang n=2: linke Seite: ,;321{3"3:2232 32% rechte Seite: §_?=§_§=_§
© 2k—3 L ok—3  2:(n+1)-3 1 n 2:(n+1)-3
Induktionsschritt n—n+1: Z T =k=z —+ — =-——t———F
= 3 2 3 3 33 3
Behauptung
1 3n , 2n+2-3 1 3n 2n—1| 1 3n-2n+1 1 n+l
_5_3'3[" 3+ T3 W_ 3t _E_T_g_?“ g.ed.

1.5 n*—44% istdurch 3 teilbar fir alle ,<IN°

4 2

Behauptung umformuliert: %:m ,me”Z
0°=40°_0

Induktionsanfang n=0: TZEZO ,0eZ ok

induktionsschritt 7 —m+1 (n+1)4—4(n+1)2:n4+4n3+6n2+4n+1—(4n2+8n+4)

3 3
_ n'+4n’+2n*—4n-3 _ n*—4n’+4n’+ 6n2—4n—3: n'—4n’ + 3n’+6n°—3n—3 + n'—n
3 3 3 3 3
2
=m+n3+2n2—n—l+@:m+n3+2n2—n—l +w

Unter Benutzung der Behauptung sind alle auRer dem letzten Summanden ganze Zahlen. Der letzte
Summand ist das Produkt aus drei aufeinanderfolgenden natirlichen Zahlen. Davon muss also eine
durch 3 teilbar sein. Somit ergibt auch der letzte Summand eine ganze Zahl. g.ed

1.6 Z ak—H a,<n—1 Vne€N;a€]0;1[cRR

k=1 k=1

1 1
Induktionsanfang n=0: Zak—Hakzal—aFOSO:l—l o.k.

k=1 k=1

n+1 n+1

Induktionsschritt n—n+1: z ak—H ak=(z a,
k=1 k=1 k=1

n
+an+1—(| | ak)'anﬂ 4,1 ausklammern:
k=1

+an+1' +1

l_ﬁak)<(iak l_ﬁak
k=1 k=1 k=1

weil @,.,<1 Behauptung

=Z ak—H a,+1<n—1+1=n q.ed.
k=1 k=1
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1.7 D k(k!)=(n+1)/—=1 ¥YneN
k=1

1
Induktionsanfang n=1: linke Seite: Zk(k./)zl-l/:l rechte Seite: (1+1)/—1=2—1=1 ok.
k=1
Induktionsschritt n—n+1:
n+1

Zk k!) (Zk k!)

+(n+1)(n+1)!=(n+1) =1+ (n+1)(n+1)/=(n+1) {1 +(n+1))-1

Behauptung (n+1) ! ausklammern

=(n+1)!(n+2)—1=(n+2)/—1 q.e.d.
1.8 Bernoullische Ungleichung: (14 x)'>1+nx VreN;x€R,; x>1
Induktionsanfang n=1: (1+x>1=1+x2x=1-x o.k.

Induktionsschritt n—n+1:
(14+x)""'=(1+x)"(1+x)=nx-(1+x)=nx-(1+1)=2nx=(n+n)x=(n+1)x g.ed.

Behauptung weil  x=1 weil n>1

1.9 Verallgemeinerte Bernoullische Ungleichung: H(l +xk)>1+z x, VneIN;x, €R; x,>1

k=1

1 1
Induktionsanfang n=1: H(l+xk)=1+x121+x1=l+z x, ok.

k=1 k=1

n+1

Induktionsschritt n—n+1: H(1+xk)=
k=1

n

H(H—xk)

k=1

'(1+xn+1>

~(1 +xn+1)2(1+zn: X,
k=1

Behauptung
n+1 n+1

—l+xn+l+z xk+xn+12xk—1+2x +xn+12xk>1+z x, g.ed.

drltter Summand > 0

110 (1+a)'<1+(2"-1)a VYneN;a€[0;1]cR
Induktionsanfang n=1: (1+a)'=14+a<l+a=1+(2—1)a=1+(2"'-1)a ok

Induktionsschritt n—n+1: (1+a)"'=(1+a)"""(1+a)= (1+(2 —1)a)~(1+a)
Behauptung

=1+4a+(2"=1)a+(2"-1)d=1+a{1+(2"= 1)+ (2"=1)-a)]=1+a 2" +a2"—d]
a ausklammern

<l+a(2"+1-21)=1+al2-2°=1)=1+al2" = 1) <a- (27 -1

weil a <=1
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n+1

{nx"™"=(n+1)x"+1] VneN;xeR; x#1

T(x—1)?

Induktionsanfang n=1:

1
kx'=1-x'=x= x—1P=—2 (2 =2x+1)=—2—(1x""=(1+1)x'+1) ok
1; (x—l)z( ) (x—l)z( ) (x—l)z( ( ) )
Induktionsschritt n—n+1:
n+1
ka —(ka +(n+1)x""" (Ll)z-(nx"ﬂ—(n—i-l)x”+1)+(n+l)x”“
k=1 X—
Behauptung
X n+1 X n X n+1
= Anx" - ({n+l)x +————+(n+1)x
Cnx"? (n+ )X X (x—1)(n+1)x""!
- 2 2 ;T 2
(x—l) (x—l) (x—l) (x—l)
X" ()" a0 2x 1) (n 1) XM +2+x+(n+l)x"+l-(—l+x2—2x+l
(x—1) (x—1)°
(n+1)x"" ausklammern
n+2

+x+(n +1)x"+l-x(x—2): X
(x—1)° (x—1)

x ausklammern

== 2'(nxn+1+ 1 +(nxn+l+xn+l)'(x_2)) ausmultiplizieren

( X" 1+ (n+1)- n+l-(x—2)) ausmultiplizieren

( n+l+1+(xnx _2nxn+l+x'xn+l_2xn+l))

X n+1 n+2 n+1
= ( Tnx" = 2nx" X" —2x +1) ¥ und ¥ ausklammern

(X" (n+1)+ "+'-(n—2n—2)+1)= xl 2-((n—lr1)x”+2+(—n—2)x”+1+1)
y—

n+2

n+2) n+1+1) q_e_d_
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